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编 写 说 明 


《高 中 数学 竟 赛 专题 讲座 3( 第 一 辑 )12 种 出 版 以 来 ,反响 强烈 , 深 受 广大 读者 
喜爱 ,并 收 到 了 大 量 反 馆 信 息 。 很 多 读者 ,包括 一 线 竞赛 辅导 的 教师 和 竞赛 研究 
人 员 提出 了 许多 宝贵 的 建设 性 意见 ,看 望 我 们 再 组 织 出 版 一 套 以 解 题 方法 和 解 题 
策略 为 主 的 丛书。 为 了 满足 广大 读者 的 需求 ,我 们 在 全 国 范围 内 组 织 优秀 的 数学 
奥林匹克 教练 编写 了 《高 中 数学 竞赛 专题 讲座 ?( 第 二 辑 ) 共 8 种 :《 图 论 方法 》、 
«ЧИВЖЬНИЯ Я > (ИЕ UO ICI ED CR 6 EO OG 5 
HOPES Wiss ESI Ede $ — 8 + АА S RL ЖоК 
第 二 辑 出 版 。 

从 书 的 起 点 是 高中 阶段 学 生 必须 掌 据 的 数学 蔡 本 知识 和 全 国 数学 况 赛 大 岗 
要 求 的 一 些 基本 的 数学 思想 、 方 法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 读 。 
ABORAR: 

1. RAAR T Ë 3 $ 36 0 fb $ 8 # 9 ЖКА, Ял ИЛИИ CRI LIE 
数学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 还 辑 思维 能 力 ,不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 塘 题 海 成 术 . 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 带 
面 ,举一反三 ? 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培 状 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 , 挖 据 数学 
内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 搜 高 .对 参加 冬令 普 甚 至 是 更 高 
殿 次 的 竞赛 都 有 相当 的 指导 作用 和 参考 价 信 。 

然 书 由 陶 平生 、\ 汉 路 峰 、 这 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : WP BKK ah 
ИФ EEX EER Ла ЖФ. 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 节 中 的 不 妥 之 处 茹 请 读者 批评 指正 。 


写 在 前 面 


著名 数学 教育 家 乔治 。 波 利 亚 有 一 句 验 炙 人 口 的 名 言 ;" 掌 握 数学 就 是 意 
KERTEM” 的确 , 解 题 是 数学 工作 者 数学 活动 的 基本 形式 , 解 题 也 是 学 生 
进一步 掌握 知识 ,应 用 知识 的 重要 环节 . 

数学 竞赛 是 一 种 较 高 层次 的 解 题 活动 ,而 解 题 需要 一 些 数学 "技巧 " 但 这 
些 “ 技 葬 " 不 是 个 别 孤 立 的 一 招 一 式 或 妙手 偶 得 的 周 虫 小 技 ,而 是 一 种 高 层次 
思维 ,高 智力 水 平 的 策略 思想 . 在 学 习 的 起 始 阶段 ,我 们 需要 掌握 这 此 方法 与 
技巧 , 且 多 多 益 善 . 但 到 了 一 定 水 平 以 后 ,也 许 要 追求 的 就 是 “无 招 耻 有 招 > 了 . 

代数 是 数学 竞赛 中 占 比 重 最 多 的 一 部 分 ,很 多 从 事 竞赛 研究 的 专家 认为 ， 
你 如 果 数 学 竞赛 不 能 取得 好 成 绩 , 那 肯定 是 代数 这 块 出 了 问题 ,这 不 无 道理 。 
事实 上 ,解决 代数 问题 的 关键 是 掌握 代数 变形 的 技巧 ,代数 变形 是 数学 解 题 的 
基石 ,变形 能 力 的 强 弱 直接 制约 着 解 题 能 力 的 高 低 . 

变形 实质 上 是 为 了 达到 某 种 目的 而 采用 的 "手段 ", 是 化 归 、 转 化 和 联想 的 
准备 阶段 , 它 属于 技能 性 的 姑 面 , 才 要 在 实践 中 反复 操练 才能 把 握 , 乃 至 灵活 
与 综合 应 用 . 我 们 在 平 中 如 果 不 善于 积累 一 些 变 形 的 技巧 ,那么 在 稍 复 
杂 的 问题 面前 常会 因 变 形 方向 不 清 , 而 导致 常规 的 化 归 、 转 化 工作 难以 实施 ， 
甚至 无 功 而 返 . 

解 题 的 成 功 取 决 于 多 种 因素 ,其 中 最 基本 的 有 : 解 题 的 知识 因素 , 解 题 的 
能 力 因 素 ， МАРЕ НЯ, $$. 因此 ,要 提高 代数 变形 


思维 依 琥 于 必要 的 知识 和 ,数学 知识 正 是 数学 解 题 思维 活动 的 
出 发 点 与 基石 . 掌握 丰富 的 知识 并 加 以 优化 ,才能 为 题 意 的 本 质 理解 与 思路 的 
迅速 寻找 创造 成 功 的 条 件 . 解 题 研究 的 и 波 利 亚 说 过 :货源 充 
尽 和 组 织 良 好 的 知识 仓库 是 一 个 解 题 者 的 重要 资本 . "因此 ,要 杷 提高 代数 变 


— Ë 


形 的 能 力 , 首 先 要 数 练 掌握 代数 的 相关 基础 知识 , 对 于 中 学 数学 解 题 来 说 ,应 
” 如数家珍 地 说 出 教材 的 概念 系统 ,定理 系统 符号 系统 以 及 中 学 数学 竞赛 涉及 
的 基础 理论 ,并 在 解 题 实践 中 进一步 深刻 理解 . 

第 二 层面 : 方法 技巧 层面 

R， 柯 朗 在 4 数学 是 什么 ?这 本 名 著 的 序言 中 有 这 样 一 段 话 :学 生 和 教师 
着 不 试图 从 数学 的 形式 和 单纯 的 演算 中 跳出 来 ,以 掌握 数学 的 未 质 ,那么 挫折 
和 迷 串 将 变 得 更 为 严重 , "可 见 , 学 习 数 学 不 能 盲目 地 在 题 海中 六 游 , 更 不 能 就 
事 论 事 , 记 其 是 高 中 阶段 的 数学 学 习 , 应 当 注重 掌 提 数 学 的 方法 技巧. 

第 三 层面 : EW E W 

解 题 能 力 ,表现 为 发 现 问题 分 析 问 题解 决 问题 的 敏锐 力 、 洞 察 力 与 整体 
把 握 . 其 主要 成 分 是 三 种 基本 的 数学 能 力 , 即 运算 能 力 、 逻 辑 思维 能 力 和 空间 
想象 能 力 , 核 心 是 能 否 常 握 正 确 的 思维 方法 ,包括 逻辑 思维 与 非 困 辑 思维 , 只 
有 具备 了 一 定 的 能 力 , 我 们 才能 在 解 题 中 “ 因 题 制 宜 ” 地 选择 对 口 的 解 题 思路 ， 
使 用 有 效 的 解 题 方法 ,调动 精明 的 解 题 技 巧 - 

在 本 书 中 ,我 们 将 重点 探讨 第 二 层面 的 内 容 , 笔者 将 代数 变形 的 常用 技巧 
概括 为 以 下 八方 面 : 活用 常数 , 配 以 对 偶 ,合理 代 换 ,加 强 命题 ,逐步 调整 ,分 
拆 合 项 ,和 式 变换 与 巧妙 构造 ,力求 通过 一 些 典 型 的 问题 提炼 一 般 的 规律 ,从 
而 掌握 方 法 ,形成 能 力 . 

本 书 的 写作 提纲 是 在 充分 征求 广大 竟 赛 研究 专家 和 竞赛 教练 的 意见 基础 
上 形成 的 , 书 中 很 多 内 容 是 根据 笔者 近 几 年 为 闹 州 二 中 学 生 辅 导 竟 赛 时 的 讲 
LEELEE EEI ELETA EI EE ET NELIE E EES E 
也 有 些 内 容 直接 参考 自 国内 外 竟 赛 专家 的 论文 或 专著 ,在 此 一 并 表示 感谢 , Я 
外 ,由 于 水 平 有 限 ，, 书 中 不 要 之 处 也 请 专家 、 同 行 与 读者 不 客 指 正 , 
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常数 是 代数 式 中 最 活跃 的 一 分 子 . 普 待 常 数 ,活用 常数 ,充分 发 挥 好 常数 的 “过 渡 " 功 
能 ,将 使 许多 复杂 的 代数 问题 的 解决 如虎 添 列 ” 
在 初等 数学 中 ,最 常见 与 常用 的 常数 为 "0" 与 "1", 在 解决 有 些 代数 问题 时 ,运用 "0” 


这 一 
功能 


重要 常数 可 起 到 "无 中 生 有 ”" 天 因 变 通途 "的 作用 , 另外 ,巧妙 地 发 挥 常数 "1" 的 替换 
也 将 使 许多 原本 难以 人 手 的 问题 硕 然 开 也 . 
如 常数 "1 可 用 以 下 重 娄 恒等式 替换 ， 


1 = sin'a + costa 


1 一 "(т + kx) = sin( : = 24=) = сок € Z) 


эрер = ажо. ео) 
1 = log * loga = logu (а > 0, b> 0 451,351) 
1 = a" (a #0) 


lei"( € Z. i Sm momo 


ЖУ 
8 =. 


ЩИ ТИ Edi GC MEROR О E EGE DIR EUER CREE A АО 
САР HESS. РН — 2E И ЖЮ Y m їй E KI. 6 rie EROR A 


MOERS 


a > a b с 
1 Cee ra Rk. 
解 将 题 中 的 1 H abc ER, 14 


Кы И ten E HS 
/评注 ЖАННЕТ EROR 7, я + Ж.К Р ы йр, ыл ки 
人 所 求 部 不 易 求 出 结果 , IRILERTSRAART.TAREASTAATS.NNAM 
明显 , 因此 , 常 值 代 换 也 是 误 等 变形 的 重要 技巧- 
902 EMm, n 是 正 整 数 . 且 <mn Ri 


EA (тат = O0 LPO aO) 


(+n > Q +m". 


l+ n) + 
п 


nm 
= +m. 


/评注 本 题 可 天 过 构造 函数 , 借 员 导数 来 证 明 , 也 可 先 证 明 "А„<т'А,, Ж 
SAREAREN 但 都 不 各 将 12 f nml BÉ.EHATHTERISAA 
ma. 


例 3 (第 36 局 关 国 普 特 南 这 是) 设 5. = Y Log, 
nln DF —n< $, <n- (m— Dn 2). 
证 明 由 均值 不 等 式 得 . 当 n>2 时 ,有 
1 lf pe PET pl 
a Goo = [++ (1-9) (1+2 ] 


` 3.4 
2$ 


B nin D* — n < S., 


ato, 


Bit sir DF — и < 5, < п— (а — Drs 2. 
IRE пжл Ет» AHAN 11 四 加 ,从 而 为 为 值 不 等 式 的 天 


fix mb T^. 
例 4 (2007 P IB his E RRE A Kah HERR a. б. c E ahe =1. 


， 对 于 整数 人 > 2, 有 -和 5 十 


а EC 

Z > ба Lut 

同 理 可 得 

v 1 

< Qe 

Bic? quen) 

t tl 

Е И 

гта? 2-45 š 

式 相 加 可 得 

ANRI 2-3-2 

abt bte =» 
GD. pg 
-UQDacsko-ia-n 


> 

/评注 以 上 解法 妙 在 巧 拆 常 数 ,合理 并 项 ,顺利 运用 均值 不 等 式 , 当然 ,本 是 也 克利 
用 Cauchy 不 等 式 或 里 平均 不 矢 式 夫 不 等 式 证 明 . 用 以 上 方法 也 可 巧妙 地 解答 
以 下 第 31 居 IMO 预选 题 abcd 是 满足 ab 十 he 二 cd++ 4. ИА. RE: 


&-D-$a-2- 


ее 


терасата 4+а+Ь arbre 3 


ms Ель >0 = 1, 2. 3. 7 m Da = Latis D (a уе 
证 明 ЕКА ЙО ”个 常数 1 ,运用 Cauchy 不 等 式 证 明 . 
[E62] = (5+ 


la >o. Da PharmD >т. 


A PHHH » Ss - 
AY 


ç ly.(Oc-as 
t2) (+) > ”—. 


— 


/评注 “上 钢 通过 配 次 若干 个 常数 ERAT Cauchy 不 等 式 证 明 ,充分 体现 常数 


авл. 
B6 (2002 #җ di CE ЖКА КЕЛЕ К.Ж. AAAA abc ДАЛЕ 


KA LRE: ав с 
um sesso (5-1) (1) т) si 


2i 


СЕАТ 


EEE 
以 上 ume. MERRER. 


例 7 求证 ,EC = 
证 明 在 等 式 左边 加 进 (一 上 十 AD)CY 得 
HEI = (RR FDC! =k (R= DC: HC 


nin Desa EFL, 


本 总 t ia TE 
(n= DD BT) = (=2) +1] ү 
лт: 


игра 
k! 


йв #aob ceto. ITRE: 
a b 
ТЕБЕ! iyat: IF 
证 明 ”不 失 一 般 性 ,可 设 0 < a< 
1 
PER pe htt 


a b c de s й 
Е Tare Таже та Ifafi Prat 


au 


а-да-ва-о 


三 1. 在 原 不 等 式 左边 添加 常数 0, 并 将 0 用 


-ü-aeu-6ü-o 


dec qu eur Ды ЭРЕК ЕЛЫ 
Ifa+5 ITb+a 1+а+Ь 1+а+Ь 1+а+Ь 
+ча-да-ра-о 


Š ЕТ еее = 
prc ro d 
РЕЩ 


- -ofa-esa-»- 
1+0 fa a-» up 


“l+ DG — D —ab 


penne 
9 Ма be С 为 三 角形 三 边 的 长 ,求证 : abc Gb T OG +e = ateta D. 
ШИ 由 三 角形 两 边 和 大 于 第 三 边 知 a 十 6 一 c. 6 十 < 一 ac 十 2 一 /都 大 于 0. 


abo 
Wb VOF а)ба в 0), e> Ve Fa b+. а). 
ARAR ID iF. 
ИЖЕ “0" 是 个 特殊 的 常数 ,有 时 运用 "无 中 生 有 "这 一 招 ,在 原 有 的 式 邓 中 源 加 党 
数 0. 并 糙 其 巧妙 转化 ,可 使 复杂 的 辣 题 简单 化 
例 10 ashes 001 


9». 


У@ Fm coa kay th Fe > Yaua, + 


证 明 此 大 直接 证 明 不 好 人 入手 . 车 将 不 等 式 一 边 变 成 1, 肯 观 察 新 的 不 等 式 结构 的 特 
点 , 易 得 证 明 思路 
ЖТ 


Ма + +e (a: т 
ваз 
Far Fh Faa +h, F 


EN Ta Fh Ferar +b: 
注意 到 


AGREES he L 


"UE م‎ PEE: ие 
ера атта аа). 


38 L ЕЕ 
因此 , 原 不 等 式 成 立 . 


例 11 (第 46 & IMO UID RE IE SERE to 


O > O 即 知 所 让 不 等 式 成 立 . 

WE 有些 不 等 式 表面 看 仅 平 与 1 无 
等 趟 转化 为 与 "1" 相 关 的 不 等 式 来 征明, 再 借助 重 要 不 等 式 往往 能 使 原 问 题 税 捷 鸡 证 . ¥ 
然 本 题 还 有 更 科 钙 的 两 种 解法 . 以 下 解法 为 摩尔 多 瓦 选手 Boreico Turie 给 出 ,他 也 因此 
解法 获得 46 届 IMORER. 


= 1 3 
ах 
рург s у®)( A туг S 1) 2 
$112 (1992 ° C. М. O AD BE xi, ri +, z. 为 非 负 实数 . 记 并- 


йыл жул; x E coe nds 2 cay EN TETTE] 


nne 


证 法 一 所 求 不 等 式 可 改写 为 
+ 


所 以 ,只 要 证 明 对 j = 1.2 


о =a), 


аә? 即 可 . 


Cr 一 Da 一 rn) 


Oa 


= Gy a) Ga — < баа)! 
Mx, ns BEA a, «BL 


这 就 证 明了 不 等 式 成 立 , 
显然 ,等 号 成 立 当 且 仅 当 


Вр amO aarm) (za а) x, 
= Gra — [7 Q Har, — a) — Gra а) 


Т —O-aG,—2)— Санга) < 


(ra — ay 0. ФН. 


ИШ ra = a Rr, aO а)ба, 一 
因此 ,zx; = a. 
证 法 二 йу. ex х. HERI RO y < y> <“ < 


у. FE. < +y. < 14 y 1+ y. MOYA GIU 


mk Mite 
LERES v, = 
Was ys oii 

这 证 明了 = xv; — ° 


Huy = A+ yp e Od you 


2. P. z sin2(a + y) = nsin2g. tento 8+0). 


3 Rf S. Ug Éey-eew. 


1. Kk a*0, 50. nEN .Ж > (ey. 
3. d. 13742 EK I #8, ИФнЕ №. 


анал + соаг = 0 
| Хао 


6 et 2А + Uf —a )B + (a? OC 


lAsin2r + Bcos2 = C 


7. E$ 0<и<1, а. b ЖЖ. В ab OUR 


1 1 1 


а. be А a=. RE: S + dn ри 
5. Бо, СНЕ, ВАД LURE Е босаты 


м 


9, d a. b,c 为 正 实数 ,求证 : УС + Б EO + (a + b + o 


4 Vela T b T O). 
10. € A Жа (m1. 2, o", я), Я: a Taqa +a = l Ж 


Drama Га Ta ж на, ^ ia 


Tao 方法 点 奸 


大 家 知道 ,数学 中 有 许多 问题 有 着 和 谐 的 对 称 美 ,如 等 差 数 列 !a,} 的 前 "项 顺序 和 
与 逆序 和 相 加 ,由 此 巧妙 地 得 到 前 n 项 求 和 公式 . 解 题 中 如 果 能 善于 挖 所 与 利用 这 种 关 
系 ,往往 会 有 意 想不到 的 收获 . 配 以 对 偶 这 种 解 题 技巧 就 是 其 中 典型 的 一 例 . 

在 解 某 些 数学 问题 时 ,针对 其 中 的 某 个 式 子 A 的 特点 ,为 其 配 凑 一 个 合适 的 式 子 B. 
不 妨 称 其 对 偶 式 ,使 得 由 A 种 之 间 的 某 些 运算 ,能 产生 一 些 有 用 的 关系 式 ,如 常数 ,对 
称 式 , 标 准 式 等 ,从 而 促使 则 题 向 有 利 的 方向 转化 ,进而 解决 同 题 , 我 们 将 这 种 解决 问题 
的 技巧 称 为 配 以 对 偶 的 技巧 . 运用 该 技巧 的 一 般 步 骤 是 ; 

DRI: 将 已 知 式 令 为 A ЛЕЖА В: 

步骤 2: 对 A УВ 进行 适当 地 运算 ; 

步骤 3: 转化 或 消化 蝇 , 从 而 解决 原 问题 . 

一 般 而 言 . 配 以 对 偶 也 是 一 种 构造 性 的 解 题 技巧 , 它 对 解 题 者 的 思维 要 求 较 高 , 另 
外 ,对 侦 式 的 形式 往往 不 斤 一 格 ,主要 有 互 余 型 对 偶 式 .其 型 对 侦 式 和 对 称 型 对 偶 
A. 


AAW 


EI 


7 


例 1 (#58 IMO 试题) 试 证 , cos $ — cos 2F + cos 


7 


iE ША = cos — cos А+ cos SE MARERE B = sin Z — + 


E 


2 


j A* + B = 3 Acos 7 Ф 
А: = Bî cos $ + 3cos ° 


四 + 加 得 24: 一 3 一 54. 

解 得 A 一 去 或 4 一 一 3( 会 去 ). 

/评注 _ 例 1 所 用 的 方法 可 称 为 " 互 条 配对", 即 将 A= fas J, 3, DORU B= 
($75 Fr doe) 一 般 在 三 角 求 什 、 化 简 问 题 中 运用 较 有 效 . 

82 Нос € Ra + о Ed! & LORI: (aD GEO + аа 
ORO OO + (e D < 6. 

ШИ 。” 记 不 等 式 左边 为 A ,构造 A 的 配偶 式 B = (ab) 十 人 e 一 c) ¥ (a = dD! 二 
(BO + (bd) Go Y. 

于 是 ,有 

A + B = 6(a' + b! + c + а + 2a! + 2a d  2a'd! +200 + 20d + 264) 
++ +d)" < 6. 

X B> 0,BWÚLA < 6. 

JRE 525868 En" я. # A= Лау B-f[(G y RI 
batb 与 a 一 bya 十 YB 与 Wa 一 WD， 4 十 所 与 a 一 所 等 均 黑 常 用 的 和 差 配对 例子 . 

例 3 MR abe BERRE: 


a c 
AIL —— ہہ‎ > 
a Fab вжито Cars? 


EM ” 记 不 等 式 左 边 为 М. 构造 配偶 式 N 


" e 
“тө какта t 


„Ф 


Saca 
Шм = 0.80 M 


XMEN- (a+b) «S; 
由 基本 不 等 式 , 易 得 


P Ti + 
ша 1 
Cua 3 


Ë M+ N 


Bin Mz EES 


/## 例 3 


Jf z). 
#4 Bye ПЕШ. ЖИ Go gy „УЕ >o. 
x pra y+ +1 


EM 。 记 不 等 式 左边 为 M, 构 造 配偶 式 


用 的 配对 方法 不 站 多 为 “对称 配 对 ”, 如 可 将 A= f(r, PRU В= 


E patya- ر‎ 
тууа  (у+е(т+т) GinGty^ 


MOM > 0 
/评注 “此 题 为 著名 的 W.Janous 不 等 式 ,可 用 排序 不 等 式 证 明 ,也 可 用 以 下 换 元 法 


atras ERER REED 960 Ме 


证 明 : $ rt y=c, yt 


$. 


م — 


и z0, 只 要 证 де Hah ré = abe athe able | 


9. 而 此 为 星 续 - 
例 5 ДЕЯНИЯ, 对 于 和 为 1 MEM a, a s a.， 

а а aj ld 

FFA Fa; afa Fa, asta P 

EM 。 记 不 等 式 左边 为 人, 构造 A 的 配偶 式 

B= I 


arta a Fas а. а, 
МА-В= (а —а) + (as — a) + = 
1 


Ж.А = (A+B) 


J 评注 解决 水 题 最 简单 的 方法 应 该 是 直接 远 用 Cauchy FER t CE — K, 
例 6 《1990 年 全 国 高 中 教学 联赛 试题 ) 设 一 199 
Fa Ср" — 3% С". 
解 ” 设 所 求 式 为 A， 
A= FOF Vc: 


由 二 项 式 展开 式 的 特点 知 ,上 式 括号 内 是 一 个 二 项 式 展开 式 的 一 部 分 ,因此 可 构造 
入 的 如 下 配偶 式 : 


3-304 


1— VEO ИЕС — Va 


EM ” 记 不 等 式 左边 为 M. 构造 配偶 式 


= latba 6 
U-DI ? 


MM N. 
M N= b+1+ç 


-4+%— z = 1) + 
4+ 6-0 ++ e-1 


4+2+2 =8, 
M.M 2 N 2 8, M > 8. 
8 (1991 年 亚太 地 区 数学 竞赛 试题 ) 设 oj ，ar ，… 


жн Da = һай, >) gy > } Du. 


EM жди м.т N = у; LU 
M-N- Xa ch - = Ўв -0, 

故 M= N. 

又 M+N 5+6 


Та +i). 


由 基本 不 等 式 . 易 得 全 二 多 


AMEN Mee 

= (Fa + Dbd- Jya 
BAM > Ти. 
/评注 本 题 岂可 由 Cauchy 不 等 式 直 接 证 得 . 


例 9 (第 31 届 IMO 预选 试 是 ) 已 知 iR, 2 + E + 


+2. 
EA ” 记 不 等 式 左边 为 M, 构 造 配偶 式 


由 Cauchy 不 等 式 , 有 
М.М > +y + 
XM-N 


"uo PRA 
iG» Gy = ne зу) 


واچ چاو + تي( ن (ر ي = 


zyz 


1 С a ЕНГЕ" 
= [G y— y) + оаа) 
E Edo i дь d 


- 去 -DD — Gy + ye + e. 


Hi r 2 y> z > 0 8 M— N 2 0,Ël M > N. 

KM SM МИ +y +Z). 

IRE ПЯЯМИТ 199 年 北京 市 中 学 生 数 学 竞赛 题 ; E r>y>:>0, Жі. 
yfr'fr at ui 

#10 (#642744 #И##ЖАЖ а, basta, lua € R4 ( 


еу 
2 ty zi). 


E 


a! a: 


m HERI TFI ва ара taalta 
L. 
EM жш» M, 构 造 配偶 式 
а а а 


N 


tarda жаата 


„Ф 


"ЕЛ аа af + afar + ay 


则 M 一 N 


а: ai 


ака Оа, Xa 


= (а а) + (a — aa) +++ (а,—а) = 0. 


# M = N. 

dta a +a Е а at‏ ے 
AMEN = раа Tan а Faller Fa) Раба Fa‏ 
由 基本 不 等 式 , 易 得‏ 
a! +aj lee зу а;‏ 

ШЕ анар. £ 
故 M+N 


ai aitai 
21а Far arta 


4+ 


v 


> Ea +) + (a, Has) + + (a, +a] 


Вал, 


L RIH 的 整数 部 分 
1X3X58X-X99 l 


(1990 PERA ROAD Ee а, b 5 Ë & Н а>5>0, sin0 一 -67( 基 中 0E 


对 一 切 自然 数 n, А. 均 为 整数 


Je 


0. }›,А,= GI Eb sinat. 
2 


ЕЯ. 对 一 切 自然 数 n,A" HE 


6. ВЕЯЮЖНЕЕН, А-А 
gapla leik te. 


$. 


т. Жи: Ha + cork") 


8. 已 知 a,6 为 正 实数 , 且 士 十 二 


RE: 对 每 一 个 自然 数 m, 有 а" 


9. (№42 局 IMO 试题 ) 对 所 有 正 实数 a, b,c， 求 证: 


10. (2005 年 国家 集训 队 测 试题 ) 设 a, b. с 


1 1 


1 
MARTI P ati S+ 


ao DRAR 


对 于 一 些 结构 较为 复杂 、 变 元 较 多 ,并 且 变 元 之 间 的 关系 比较 难 理 顺 的 数学 问题 ,我 
们 常常 引 和 一 些 新 的 变 痢 进行 代 换 , 以 简化 其 结构 ,达到 顺利 解决 问题 的 目的 . 合理 的 代 
换 往往 能 简化 题 设 的 信息 ,使 隐 性 条 件 显 性 化 ,从 而 有 利于 沟通 量 与 量 之 间 的 联系 ,对 发 
现 解 题 的 思路 ,优化 解 题 的 过 程 起 到 积极 的 推进 作用 . 

代 换 法 的 本 质 是 通过 引进 辅助 元 索 进行 映射 转移 ,将 分 散 条 件 联系 起 来 . 如 果 将 代 
换 法 进行 细 化 ,一 般 可 将 其 分 为 以 下 十 种 类 型 ， 

1. ZARR 

ЕЕРЕЕ АЕ 
多 综合 问题 . РГД TF = `F) fi Fp 50, sinta + costa = 1, 1 tana = 
seca, 1 +cot'a = cs'a. 利用 这 三 个 关系 式 , 可 对 形 如 ; д? + y! = at , rt — у = а? 的 式 
子 进行 代 换 处 理 , 从 而 将 一 般 的 代数 问题 转化 为 三 角 问 题 , 

2. 参数 代 换 

有 些 数学 问题 直接 解决 较 困难 ,通过 引进 参数 ,可 使 原来 较 难处 理 的 问题 得 以 巧妙 
m 

3. 整体 代 换 

对 于 有 些 分 式 不 等 式 问题 ,整体 代 换 能 起 到 积极 有 效 的 作用 . 即 若 原 问题 是 由 若干 个 
分 式 组 合 而 成 ,可 将 其 中 每 个 分 式 进行 整体 代 换 ,局 部 处 理 , 从 而 使 原 问题 "柳暗花明 ” 

4. 分 母 代 换 

当 一 个 分 式 的 分 子 较 简捷 而 分 母 相 对 较 复 杂 时 ,通过 对 分 母 进行 代 换 可 以 使 解 题 思 
路 变 得 更 顺畅 、 


$. 


5. HERR 

对 于 多 元 的 问题 ,通过 适当 代 换 进行 碱 元 是 第 决 问题 .突破 难点 的 一 项 重要 策略 . 

6. MERR 

对 于 几 个 有 大 小 关系 的 变量 ,有 时 通过 引进 增 量 的 方法 ,建立 它们 之 间 的 等 县 关系 ， 


可 以 给 解 题 带 来 意外 的 收获 . 

7. 分 式 代 换 

当 已 知 条 件 中 出 现形 如 “abc = 1" 的 式 子 时 ,运用 分 式 代 换 能 使 原 问题 的 解决 峰 回 
Los 

8. 高 次 代 换 

当 已 知 条 件 中 出 现形 如 *ate 一 1 "的 式 子 时 ,除了 运用 以 上 的 分 式 代 换 外 ,有 时 也 可 运 
用 高 次 代 换 降 次 处 理 . 

9. 均值 代 换 


对 于 任意 "个 实数 a a 


за. Ви ar + +a, = „Ма, = Te «= 


T ly oy а, m LE tae Баа, = 0, 此 种 代 换 称 为 均值 代 换 . 
10, 目标 代 换 
运用 目标 代 换 的 主要 思路 是 将 所 求 代数 式 用 一 个 待定 系数 进行 代 换 ,并 通 
不 等 关系 ,运用 重要 不 等 式 ,最 后 根据 重要 不 等 式 求 最 值 的 条 件 确定 待定 系数 的 值 


ions 


91 Ш, у, ЕВ, Va Fy 


М isis УП Fy = cos 


= 一 1, 试 求 zy 十 2rz HEX ff. 
+ z = cost asinB, y = cogocosg as ВЕ (0, il 


Щ ху + 2re = z(y + 22) = cos'asinf(cos'acosg-- 2sin'a) 


= бесш cosg)cos'a(cosócos'a + 2sin'a) 


= „900 _ 
Z= созӣ. 
sin (=e — созйсоз“а + созйсоз“а + 2sin'a 


(2cos'a — cosfcos' a) (cosfkos'a + 2sin'a) 


2— сой! ? 
45 


BERETE M12. y = лу + 2xz utn. 


iE 


ЛЕ ЕНЕЯКВЯЕЕЯСЯЖААЖАЛИИННИЕ GUERNA T. 
差 的 正 纺 \ 祭 驴 、 正 切 公式 以 及 周 角 的 亿 角 、 半 角 公式 才 是 解决 问题 的 核心 技术 . 


#2 《第 30 局 1IMO 预选 十) 数列 4a，. а. o bas be Ж ЖАШ: a -#, dnt 


TTE 


sam 0 1,2, +), 


/评注 三 角 函 数 站 的 一 些 不 等 关系 ,如 " 当 xE (0. T) ofr їпгт<г<шы"# R 
了 三 角 不 等 关系 系统 ,灵活 运用 往往 能 使 解 题 如鱼得水- 

例 3 ro» = 丰 不 全 为 办 的 实数 , 冰 СӘ ках. 

№ ”对 分 子 或 分 母 直 接 运 用 均值 不 等 式 显然 达 不 到 目标 ,为 此 ,引入 参数 a, b 作为 
待定 系数 进行 代 换 ,再 运用 均值 不 等 式 进行 处 理 . 


ay +2 -2( f YU DN E )< (бе) (^ + 


rd (d +b): * 


Wa = 5, b 


£ 


1 


所 以 zy + 2yz «SG НУ + 80M lOr = 2/5y = 5z 时 等 号 成 立 . 


зу + 2ye 5 
ACCES makta. 


ИЖЕ  RDDLMORGUUEAORÉRAGS 25 ВКЯ” НЯНЮ. SEM E 
好 像 增加 了 变量 ,而 实际 上 却 使 本 来 绞 难 解决 的 问题 得 以 蛛 利 解决 . 


例 4 IRA a. b, ER OR fla, b, — 


$. 


а b с 
L4 REL 4—L— ۾‎ 
Sh vh F Buc A + Вар 


最 小 值 . 


Ж POFRE: 一 一 一, ye ——.:.- ——. 
китк ПРЕ” ты VT Bab 


u^ 
ue 


1р ба 1,89 


СТЕРЕО [Cart y+ ау] 


= 


++ yy 
пу 


4 узт +? /zy «4 ry: 


_ + r+ 


2 у 


一 512.78 


MUSH r+ у+ ds a = b= сМ, (а. 6, O 取得 最 小 值 L 
IRE AHERABHAESERUCXEKTAREHE Ek 
1 


G1) (2-2 kem eene BRD. 可 先 从 报端 情况 
探求 最 小 值 , 理 运用 反 证 法 进行 证 明 . 


E * DER LL E VS 
965 Ема, b. c€R' UR; ta Ta Тао ИМА. 
解 ” 对 分 母 进行 代 换 ,为 此 令 6 十 3c = т, 8c 十 da = y, За 26 
EN ФУУ 
am prt gy 
I 
BSc BHA 
由 均值 不 等 式 ,得 
пет 
(z+) 


于 是 


SES HE OUS y 
因此 , 当 a = 10c, û = 210 Be 


J 评注 对 于 分 子 与 分 译 为 齐 次 的 分 式 最 什 同 题 ,一般 我 们 最 易 想 到 的 是 运用 
Cauchy 不 等 式 处 理 , 但 有 时 人 往 住 很 难 直接 奏效 ,这 时 进行 分 母 代 换 是 比较 明智 的 选择 ， 


86 rR >o R TEE вам. 
+ Aytay > 0.8 


等 号 当 且 仅 当 ду 
4/ 评 注 ， 从 本 题 的 解答 来 看 ,引进 增 量 也 起 到 了 降 元 的 作用 。 


例 7 Bu. 2.20 Д з, Fart“ ba XE COR 

fors tis 

М ва, = за, be со, a bec > ERRERA n 
元 减少 到 三 元 , 即 有 fa m) = УЬУС A сш, b. o 


进一步 令 s = a + b+ ces > 


garb o= 
G-oO 


注意 到 (一 c) рад ве 20. 


я 
Що с= kE, а = МЕ, z, = МЕ, л: 


时 等 号 成 立 . РИ. /(л\. r; 


0 


:/ 评 注 ， 本 是 在 解答 过 程 中 进行 了 两 次 代 换 ,使 原 问题 从 吓 元 过 湾 到 三 元 ,又 从 三 元 


$. 


EHIÓBIOUDEBGUHETGOGARE 
例 8 Ша, b, ЕВ’ Наб. —1 


的 最 小 值 . 


nita PIX 


эг еек R+ , 则 


м itas 

1 1 NR E А 
AFI BFI ЕЗ 4m im YA 
由 Cauchy 不 等 式 ,得 


[y(y 十 2z) 十 


F2) 十 r(x 十 


ТРЕЕ БОЮ Ту) + rlr + 22) ] 
1 > E , 
BM SLIG a = b= 1 时 取得 . 
/评注 本 题 直接 运用 Cauchy 不 第 式 有 困难 ,通过 分 式 代 换 后 则 显得 比较 容易 , ¥ 


:2 + ر 


"s "КНЯЖНА т H 1 SHARAN 
Нэ Bar bh, св". а TT + pp + opis bax. 


М %a=”,b= y Ра. у. z € R*, 则 由 已 知 条 件 有 zyz 一 1, 用 比 
BEREN: +y > ry + yr, АЖ 
1 1 1 7а 1 
АТ ПУ 1 < На l7 жутту iy 


A ç 
erati ТРУ Е 


将 以 上 三 式 相 加 ,得 一 


1 1 
Ет Бета Sh 

2 1 
ики» 18 нт зот ЕЕ HORLI. 
/# XE 的 是 高 次 代 换 的 策略 ,当然 也 可 仿 例 8 运用 分 式 代 换 得 出 解答 


例 10 @х>у>о, уния EE 1252 уам. 


MO жнын) HER SEELS up ar 4125y + ye > tr, 


由 zy = 1 及 均值 不 等 式 ,可 得 Е 
23 a 


mE ` 
3л? + 125y' + м = а? + ر125 + '+ ت‎ + y: 
ВР. yt = 5 12517 = 5 VI25zr , 
今 5 Str = ur , 解 得 :一 25, 注 意 到 以 上 不 等 式 当 且 仅 当 一 125y = x 时 取 等 
9. 


Е spicy 取 最 小 值 25. 


因此 ,可 解 得 当 z 一 J5， у É 

[Wi жайла ккан йб. и кежн а= жж и” инни. 
当然 本 十 也 可 运用 增 量 代 换 法 进行 解答 - 

例 11 (2006 FRIAR E LDR FZ ЕЖЕ а, ass а, 按 如 下 方 


式 定义 三 个 实数 入， b bi bm (1+ i) (145E) ts jim 2, 3) 
RUE: 1 十 | aib, Rib + а, |< (1 十 | DO +1 а; DOH а, 1), 并 指出 等 号 成 
立 的 条 件 . 
RE А-а ] ата 
aıhı + ash а = a HADUH aO АФС aA ва O 
= а а, +a + Gs — aA + (a, — a B (а, — a, )C + a AB — a; AC + а, BC 
通过 计算 ,得 (w — aA + (a, 一 


a AB — a, АС +a, ВС 


JB + (а: —a)C = аза: аа, + a: 


aX, 
因此 ,十 | а,Ь + aibi tab | = 1+1 а, Фаз ta + ауа; + аа, + aras + ayaa 
< IH а bela [+] a |+ aa, Heb aa |+| asas 1+1 aiaa | 
= +l a, DOH a DAH a D. 
HAREDER a. ar as, aibi, ab. ab. avara, 全 为 非 负 实数 或 非 正 实数 
时 ,上 式 等 号 成 立 . 注意 到 a аа 中 至 多 只 有 一 个 为 0, 于 是 , 当 且 仅 当 al ars a 全 是 
非 负 实数 时 ,上 式 等 号 成 立 . 
例 12 (第 四 届 中 国 女子 奥林匹克 竞 塞 试题 ) 解 方程 组 


pera 0+) Ф 
ay + yz += 9 
解法 一 ”全 式 可 化 为 
mio utut Ф 
STET) вазу) BOFA 


显然 x,y*= 同 号 . 首先 求 正 数 解 . 


$. 


存在 a, YE O, к. x = tan $ y= tan È, а an T 


@ m 


加 式 可 化 为 1-5, ot = antt, 


1-zy 


ШЖ 2 50, zy 去 1, 因 为 a， p Y€ 0, ,所 以 ?到 8 一 5 — 


即 аву т 

A asper 是 某 个 二 角形 ABC 的 一 个 内 角 . 

内 O ЕЗДЕ НЮ а Ву BERE a Р.с 的 比 是 5 + 12 13, 
所 以 wine = ү, sinê = 12, siny = 1, 


从 而 zx = tan & = 


将 = 一 1 代入 名 式 , 易 知 > Ay RF LB (i 1, 1) 是 唯一 正 数 解 


MOOR mmm. (т. 21) (2.1). 


NOLO 显然,y,z 同 号 
HI OR a = IE RADE 


即 50 4 Dy = 12 20-9. 
BE SQ 十 Dz = 13(y 


整理 得 12y'z 十 17yz* = Ty + 12z.18y'z + 132° = 13y 8z, 
两 式 相 加 ,得 ”30yz(y 十 z) = 20(y+ z), 


a (+ у) а) 


„Ф 


所 以 加 可 变 为 5ye(z 十 ?)(zr 十 z) = 12re(y + Ge 2) 


[ise 
& роь 
ау) =. 
Mh DS acbte 


回 变 为 


DRA O, 


x 


+= 


Рау + 


所 以 O 式 可 化 为 


=13ry(z+ Gy) 


2, 所 以 k= 15. 


Gy +z, 


又 zy ys 29 0.91 


женнен (1. 2. 1) 和 (一 十 ,一气 , 一 1). 
J 评注。 以 上 解法 分 别 迁 用 了 三 角 代 换 、 减 元 代 换 、 整 体 代 的 与 日 标 代 换 的 技巧 , 从 
жй ЕН Төн. Кет Калин л. 
113 (2003 4 PIS ACE RHE EOD abcd 为 正 实数 ,满足 ab 十 cd 二 1, 点 
Ра, уб 3. 4 是 以 原点 为 国 心 的 单位 国 周 上 的 四 个 点 .求证 ， 


(ay) + by: + су; + dy)! + (ar, + br, 1 
证 法 一 将 欲 证 不 等 式 左边 结构 形态 进行 蔡 换 .变更 ,转换 ,好 

$ u = ay bye u= су, b dyes u, hrs, m cz: dry MI 
ау, hy! + (arı — br! = а* + + ably y: = mira), 


№ nn-»»& p D 
vi X (ст; + dri + (c dy)! = d + d! + 24 (zz: —y y. 
Wo» nn > @ 


Ф+0 8 


由 Cauchy 不 等 式 , 有 
Cubo ых = (VE e Val ٠ے‎ ) + (Va. ead A 


证 法 二 ”将 欲 证 不 等 式 左边 形态 进行 恒 等 变形 转换 . % ayi T by: Но, 十 dy = a, 
а +hrs Ба + dz =. 

由 Cauchy 不 等 式 , 有 

a! = (ayı + By: + суз + dy Y 


EN 


«Le fion Ee E E] 
< (RY + iy) + (VE + (ay Y SEY QE) + 
(Jy +E] 
一 Codyi +kyî + ку} tady [$ + ++). 
М Gad rie eri thai + adr) ($ + A + f +4). 


lG = 0.2, 3. Diab + — VAR. 
dta pta 


以 上 两 式 相 加 ,并 利用 ci + у; 
aî + < (2ad +25) [ $ + fem +4) м + E= 
в) - (° ny pitt ). 


ud 
тот, BERM А! ЖТ 


=2 to [L el ЦЕ 
例 14 (1908 JE KI БАЛ 71 x 


irr t 
ben dr 


EM Фу 


> 


由 算术 一 几何 不 等 式 ， 


/评注 ”本题 运用 分 式 的 整体 代 换 得 以 巧妙 解答 ,事实 上 ， PB E 


.天 为 以 上 命题 天明 : EXER Gne non ns ЕРТЕ 
1 1 1 
A DEI pex рн 


由 此 可 以 引出 以 下 新 命题: 


1 1 
LETEN ТҮТТҮ 


而 由 此 会 题 又 可 推出 以 下 一 系列 结果 : 
M Br ac b € Rt 3I + 


„RERA 


(2 Ebo ar be Rc 


(3) ёт ER irl, 


其 中 等 号 当 且 仅 当 r, = n 一 


(4) ЕЖЕ В, i=l, 2, 
LELE ELE EEE 
т emo 9.E (o. 5 RR б. +0: +0, +0, =. RE: 


Asinê >1 
cos 
Ш a tanh b — tane 


tanê. d = tan, RM а,в,с,4 > 0, 


b " 
ad Ia 
Oa +b +e +d = abe + bed + oda + 


В tan(; +0.) т tan(0, +0,) = 0. 


my: 


所 以 《ab 一 ed 二 cao 一 ab) 
dab, 


由 于 (athla telat d) lath c + d) + abc + Ка + ма + dab 


a + Dau Ь+ +4). 
29 АР 


a +1 (acra t d) 
№ ъъ atbtetd 


Bm Ët ФЪФФ+а E+ стечь £l. ddt) 
b+c atbtcktd'ckd  а+б+с+4` dta  atbtekd 


s Rl EI +l 
SEET TEE uu dta 


баа +4) + Ф+4›‹ф+ a) + (e+ ac +0) + (4+ Dd +e 


atbtctd 
= a + b° + ed! + 20b + ic + cd + da + ac bd) 
actbtctd 
=a+b+c+d. 
由 Cauchy 不 等 式 可 得 : 
2( bre ay: 


= ажыке (c2 


= (o). 6+0 + (e+ a + dro (EE Eu ل‎ d) 


> (Va FT EGET VE FT + Vd ТТ), 


+ VE Y EET УТ < /#а+5+с+4), 


sinê 
(eo + 


sind, y sind 
б. i) 


, asinê — 1 


综 上 可 知 原 不 等 式 成 立 . 

J 评注 三角 换 元 是 解决 许多 代数 问题 的 重要 技巧 之 一 ,而 将 三 角 问 题 代 换 为 一 般 
的 代数 问题 最 不 多 见 ,但 通过 本 例 可 以 发 现 澳 法 有 时 也 有 其 简化 计算 的 转 殊 功效 ， 

例 16 (2006 年 全 国 南 中 数学 联赛 试题) 解 方程 组 ， 


es 
m ”考虑 更 一 般 的 情形 . eem x: 
为 此 , 作 如 下 代 换 : 


ў. 


b -lo-ss 


£ 

| = laisse 2s): $2 
5 

| = djot в» +34 +8» — 650 
A «+3 +8я» — ба). 


同 理 有 
+2 
+ 3mm 
dni n — 2n 
在 此 记号 系统 下 , 原 方程 组 的 第 一 个 方程 为 p = m+s. Ф 


XO 两 边 平方 得 = 
фр, т КЛЕК ze +2q = у dw! 2nd 2ms + l, 

化 简 得 9 = n + mss + j — se) 

m gq = n+ mh +b. о 
下 面 对 式 四 两 边 立方 得 p = m + 3m sı + Sms sl. 

ME m Hr + z' Зр He + 3mn + Sms, + Sms + sj. 

化 简 得 s: + 3pq = 3mm + 3n 


ME pea s + 30n + s0 [ne ms + 19-я] 


+ ams} +, 


= 3mn + 3m`s, + 3msi +, 
BAH Бра 01—33 280 — h. o 


对 式 Ф Ж 4 ЖУ p' = m + ams, + 6m i + Ams +5. 
消去 p',m' 并 化 简 得 

si Ара 2a = Am n — 2n? + Am sı бт Я + Ams} dest. 
先 把 p = m+ b. q = n+ mb, + b; 代入 上 式 得 

ibo m! + 4mbıbs + 4mb? + 46 mn 一 Msn = sf — s АБ 


25. 


„Ф 


"А.Ш 


Wi — bby Dm = Ты — s 465 +2Ы Heb bb bs 


最 后 化 简 式 子 : ie =s — 4.6 +28 + Abb bs. 
JE bs ba by Му, я. n 表示 有 
kb. bi. 


lo а qt 
Че s bbi +25 


GET ssf +2° LE s ean pote) Js 


1 6 
= ác — 65}: +34 Виз — 65.26, 
= bb 
所 以 
< — bıbı Dm = bis ЫБ. 图 
tQ 可 组 成 方程 组 
六 一 由 十 


[а= n mbi +h; 
Mum tbn =— ba 


(6? — bby Dm = bib, — bibr. 


1 3 ے‎ bbs 
E — bb, = TUS — Ans D A O, REA” T ур D 


p=b +m, 
lg = b; +bim + n, 
根据 韦 达 定理 , 原 方程 组 的 解 等 价 于 2 SOL COE — p +q — 0, п-т +n 


= 0 的 解 ,因此 原 方程 组 的 通 解 是 ; (或 — УФ УР), UR ш) 一 TO + 
Vm — 4n). 
# bs = Lot — 4s, + $0 = 0, 则 方程 组 可 能 有 无 数 解 或 无 解 . 


a. 


1. ЖЕЖ у = 一 一 


2. (1990 年 向 牙 利 竞赛 试题 ) 设 ao = 1, a, 一 USES 


4 数列 ia,) 由 公式 1 
|o mas 


5. RAABC Hit ЕЯ Ж Ж abe REE ЯЛЕ $ E? N Ron iE m. 


| 
ipu 


6. (№ 33 局 IMO MARDER ry cd 8 


ва! c | 
Саас (a Р" 


2 УЕЕТ /y=1+ i-i. 
7. (2006 年 土耳其 国家 队 达 拔 试题 ) 已 知 正 数 ryz 满足 Ty 十 yz 十 z7 一 1, 证 明 ; 


Ek yk GO m EE ys 


8 设 x, y，zER' ,用 上 十 上 十 


rye + /х + Jy +e. 
9. &iez yz BEER. 


20. É b ifo m eR G= 


11, (2002 年 全 国联 赛 试题 ) 实 数 a.bc FERA ЖЯ /(r)=r bar +br+e 有 三 
个 实数 根 oror BAE 


AD >u tz, 


м. 


— а S s £ 
СЕМ ам ат” 3° 


$. 


ate DRAR 


数列 与 不 等 式 都 是 数学 竞赛 中 的 重点 内 容 , 将 两 者 结合 起 来 的 问题 ,我 们 称 之 为 数 
列 不 等 式 问题 , 数列 不 等 式 问 题 ,是 近年 来 各 级 各 类 数学 竞赛 命题 新 宠 , 解决 该 类 问题， 
有 时 既 避 用 到 不 等 式 的 思路 与 方法 ,又 要 结合 数列 本 身 的 结构 与 性 质 ,因此 , 它 是 考查 学 
生 思 维 品质 的 良好 素材 . 

笔者 通过 研究 发 现 , 有 些 数列 不 等 式 问 题 直接 证 明 原 问题 比 证 明 其 某 个 加 强 命题 更 
困难 ,这 时 ,我 们 不 妨 "和 欲 搞 故 纵 ”, 先 通过 证 明 原 问题 的 某 个 "更 强 的 合 题 ", 从 而 "顺手 牵 
羊 "地 解决 原 问 题 , 这 种 方法 我 们 称 之 为 加 强 命题 法 , 它 是 证 明 数列 不 等 式 问题 的 一 种 有 
效 方法 . 从 不 等 式 的 结构 形式 看 ,加 强 命题 证 明 数列 不 等 式 可 分 为 三 类 : 

1， 同 侧 加 强 

对 所 证 不 等 式 的 同一 方向 (可 以 是 左 侧 ,也 可 以 是 右 侧 ) 进 行 加 强 ,如 欲 证 /Cn) СА, 
只 要 证 明 f) < A 一 B(B > 0). 其 中 的 探寻 可 通过 分 析 、 归 纳 或 直接 放 缩 得 到 . 

2， 异 侧 加 强 

对 所 证 不 等 式 的 异 侧 进行 加 强 ,如 要 证 OD <A. о] RIE В < f(n) < AA > 
B). 异 侧 加 强 能 为 数学 归纳 法 从 上 到 和 +1 的 顺利 过 渡 创 造 条 件 . 因此 , 它 往往 与 数学 归 
纳 法 * 联 被 登台 ”… 

3， 双 向 加 强 

有 些 不 等 式 ,往往 是 某 个 一 般 性 命题 的 特殊 情况 ,这 时 不 妨 “ 返 珊 归 真 ", 通 过 双向 加 
强 还 原 其 本 来 面目 .从 而 顺利 解决 原 不 等 式 . 其 基本 原理 为 KEN A< G0 < B. RE 


ЧЕЛ A +C < fO) < B- CC 0,A > B). 
35 AP 


anna 


$61 RE: 0—0 n€ NT жи у EE 


kk 
解 不等式 左 边 是 数列 | IR 3078 — RC DOC URGE ARE 
是 不 可 行 的 . вен Уу) 2 D; 1+ gE < (k > 2) , 故 可 先 用 放 缩 


法 证 明 以 下 加 强 不 等 式 ， SY ғу 


nl -1( 1 EH 
Ж.Д. VETT Ts K-T 4k Е 2-1 


$12 (2004 年 中 国教 学 奥林匹克 试题) 给 定 正 整数 n2 Еа G1, 2 8 


MAR: oca eom, RO) 1 < 1. 求证 ;对 任意 实数 .有 (Ezine 


C" 
а(а 一 1 十 


м menan! < 1 及 所 求证 不 等 式 的 结构 ,不 难 想到 运用 Cauchy 不 等 式 
先进 行 放 编 ， в (> z) <> ) ссу AANA DER RENER YR 


的 加 强 不 等 式 . 由 OMNE" 1 


三 1, 得 


ÉEGEECRAA. яяшикИЖ Дит. У) 
Е CN 
аба — D + ri" 

为 此 ,可 先 证 明 下 列 更 强 的 命题 : 


а 1 
атту ST! 


di Ys 1 = 1 
Mots: [атте абал DF 


ева >a, ЖЕ 


Sa +1, 


zl ИНИ, 

xus =) 
и 
аба +=. 


2 
Lata = D +a албан D + z ] 
+ cd 

la cD-rf ГЕТЕ 


G>. 


P a= b+] 


[a ETT =s Fa] LZ) 


Xb =b + У 


1 » 1 W 
ACIES EDET 


LL» a Tuy < 


— 1 _ 
aus DF 


/评注 РЕЖИМЕ ра 1 5 z' <a D 两 种 情况 讨论 ,万 
其 是 后 者 的 证 明 技巧 性 较 强 . 具体 可 参考 本 书 第 6 讲 钢 15. 


例 3 已 知 数列 {a.} 满 足 a = 1 Ha, = 


"€ NOR a, < С, 


解 ” 由 于 不 等 式 右边 为 常数 ,因此 ,直接 运用 数学 归纳 法 很 难 实现 从 到 +1 的 过 


Ж. 为 此 ,可 先 证 明 原 不 等 式 的 加 强 不 等 式 0 < a, < L+. 


таскан Дай e 0 < a, < ТЫ. 


1+ 


D amd Bia =1є (0. ЧЕ) ва: 


1-45 


CD Bi n = BEAR O a < Ê im eel ab J E s = 


E So š E 
Ta 7008 CHR тта т 


ЖЕ, л = k + 1 时 命题 也 成 立 . 


E 


由 (1).(2) 可 知 0 < a, < “对 一 切 ”E N” 都 成 立 ， 


所 以 w < НЫ ви. 

/评注 本 题 也 可 利用 不 动 点 未 出 数列 {av} 的 通 项 ,再 运用 放 缩 法 这 得 

BA (第 9 局 加 拿 大 数学 奥 林 多 多 试题 ) 设 0<<a < 1, 定义 al 一 Lena, = 1- 
an 2 ЕЯ, 对 一 切 自然 数 nm, 都 有 > 

8 ”用 数学 归纳 法 让 明 以 下 加 强 命 砷 ;1 < 


十 


(б 当 m=1 时 ,al = 12H Oca <I SET 1+а < 
LLLI 
(2) BE n k RERED 1 a, 


АЕ n= 


Mnmk+IR, 


一 方面 ,ou = + a> 


另 一 方面 = L +a <1 +a 
p 


Bib Щи = EFL BEA 1 an 


由 (1D.(2) 可 知 ,不 等 式 1 < a, < 


ИЖ = Ë: 38 Ë a Sh R ik , AN HAEZXHEHEXSEECETEKEEU.STEHTE 


问题 的 有 效 解决 . 
BIS COE o HAE а, = lasa RE 14 < аы < 17. 


а, < VIn En > 2). 


м ”用 放 缩 法 证 明 以 下 加 强 命题 : 
M k > 1 В а! 


iı >2, 


al, +2,6 aj 


даа = Уа а) > 20i - DERN a, > / = 


FE i ai = (ш + do) < al, 二 3 可 证 得 有 边 4 < Tn 2. 
$ n = 100, VIIS < аш < /298.Ш[ 14 < /199,17 > /298. 
所 以 14 < аш < 17 


6 Жа WME: a = 2a, = © + Doki, 1< 


ld f = z 求 得 其 不 动 点 为 士 V2. 为 


此 ,可 求 出 通 项 公式 再 进行 放 缩 证明 ,当然 ,也 可 不 求 通 项 公式 , 先 证 明 其 加 强 合 题 VZ < 
-gpd i 
а, < + — 而 得 证 


м а. 的 递归 函数 为 f(x) = 


先 用 数学 归纳 法 证 明 加 强 命题 , 对 一 切 正 整 数 .有 V2 < a, <F + Û, 


(D Mr = 12 < a, V2 十 1 显然 成 立 ; 
ША. 


(2) 假设 一 上 时 ,有 V2 < a, < VE + 


当 吴 一 和 十 1 时 ,一 方面 由 均值 不 等 式 ,有 ar 一 三 YZ, 等 号 当 且 仅 


Ща, = V2 时 取得 ,因此 ,a > V2. 
4. 
в-а = $+ 1 < 


n= 182 < 


因此 ,1 <Y <a. < +Û <3+41. 
п 2 я 


例 7 OE 42 局 MO 预选 试题 ) 设 n zr, ER. RE: 


AtA ИНЕ 
解 ЖЕНЯ. MEBE ooi 


Matr 


用 数学 归纳 法 证 明 . 


hnc 1 REBERE fn, a) = AI. 


归纳 过 小 时 ,可 对 后 "一 1 项 用 归纳 假设 , 即 证 


leata) < fin, a) 


- съзү 


由 于 vatal 
т, & nta T r — Ут ба ta + (n — Dai > 


此 不 等 式 显然 成 立 ,从 而 原 不 等 式 成 立 . 


例 8 REEM a. a: n€ N° 


м 考虑 加 强 命题， У) Gas +» Das 


Щит HIE AN. 
pL DAE n— Lr um 


Ў au н" 


> n Усаа 
= n= D Zaa. 

mE ят» у) б” < у; 
RPS Zada ka. 


<. 


Ф 


不 等 式 , 可 考虑 加 强 命题 一 在 式 四 的 左边 加 上 一 


ЖЕН S CEDAR Nb. 


(2) Жа, а, +", a € RSS, = а, +а + На». ёс 


Ws kun LEES JXEXUATIDNR /, R-~R 满足 ,对 于 任意 的 ner ER, 
1€ 0. DBF fr,  (— Dz. 
证 明 : 对 于 所 有 实数 а 
Ула з, 

证 明 ”我 们 可 以 证 明 一 个 更 强 的 结论 ， 


Jamal 


TEE 
Щи=2 时 ,命题 总 然 成 立 ( 因 为 此 时 为 等 
inmi AERE. 
M n= таъм 


= лов — Db + вы 


+ Sb hı — S babut Гь 


Siro oh + ув, = S O8 ы] 


[Gy — b. fO.) — Ф ~ b fO) Ф. 
由 假设 知 第 一 个 多 项 式 小 于 或 等 于 0. 

由 f(x) 是 凸 两 数 知 第 二 个 参 项 式 小 于 或 等 于 0. 
所 以 , 当 n 二 m1 时 .命题 成 立 . 


f01. 


„$ 


PE 


综 上 可 知 ,此 结论 成 立 . 
3i n= 2003 时 . 印 为 本 题 . 
例 10 令 包 =1, 对 大 于 1 HESH nb. = 
求证 : 对 所 有 的 正 整数 nb. 
证 明 若 巾 归纳 假设 得 到 名 一 3, 则 

bı = GTI <3 


МНО “是 一 个 大 于 1 的 数 ,不 可 能 由 上 面 的 不 等 式 进 - - 步 推出 be <3. 


emf = 


‘RFD, 


这 就 是 说 ,在 b. 与 3 之 间 , 需 要 一 个 隔离 , 即 不 让 b. 直接 小 于 3, 而 是 一 个 小 于 3 的 


式 子 (最 好 是 n 的 函数 式 ). 


为 此 ,我 们 把 结论 加 强 为 证 明 b < 3 n 


则 bomb GR DISCE НОЕ. 


FERRE A GODS < ИР. 
M ао <A, 

从 而 等 价 于 证 明 CD LORD 
К.Н 次 用 数学 归纳 法 

M P3 BEL 3 时 ,加 式 成 立 . 
HORREM (mt < m 
HA. k= т Еф, (m+ D* — G2? 


= m° + Am? + 6m + dm + 1— (m+ D! —3(m + D! —3(m +1) — 1 
Ат + 1 —3m! -6m—3—3m—3—1 


> Am + 6m? 
= Am! +3m° — Sm — 6 


in 2 3). 


= 4m (m — 3) + 9т(т — 3) + 22(m — 3) + 60 > 0. 


于 是 ,对 所 有 (23 的 自然 数 ,合式 成 立 . 从 而 "一 上 十 1] 时 ,四 式 成 立 ， 


由 以 上 ,对 所 有 正 整数 四 式 成 立 - 


Ф 


° 


1 ена а. iu 


ва 一 УТ. REN: n>2 но ш> 


k 


з 
1 

4 a<} 

5. HER n E N ,求证 : ай 

6. RERBA a) жх a IN 


7. ВЕ zı € RG 1, 2, n. 


:Я-ИнЕМ, 


ali 1.2, n Rl: уплу < nsin $. 


10. (2004 JE KAER takay А ERAP a Ж XA л 是 小 于 204 的 
+l.n>0, ER: 数列 {zo} 一 定 包含 无 数 个 


非 负 整数 , 且 za (zi 
Ks. 


ato BARES 


数学 解 题 过程 中 ,我 们 常常 要 从 与 问题 实质 有 联系 的 较 宽 条 件 或 较 低 要 求 开始 , 然 
后 利用 此 时 获得 的 结果 作为 新 的 行动 基地 ,逐步 加 强 要 求 ,加 深层 次 , 通 近 原 问 题 , 从 而 
使 原 问题 获得 彻底 解决 ,这 种 方法 叫做 逐步 调整 法 . 逐步 调整 处 理 问题 有 合理 分 散 , 过 层 
突破 难点 的 效果 ,因此 , 它 在 解决 某 些 复杂 的 竞赛 题 中 总 是 能 " 屋 建 奇 功 ”， 

逐步 调整 法 能 够 解决 的 主要 是 涉及 到 多 个 变 基 的 问题 ,而 由 多 个 变量 存在 的 这 个 系 
统 是 一 个 初始 状态 和 一 个 最 终 状 态 的 问题. 运用 该 法 解决 竞赛 题 应 注意 三 个 基本 点 ， 

一 是 系统 存在 的 状态 是 有 限 的 ， 

二 是 调整 的 日 标 是 最 终 状态 ,而且 最 终 状态 是 存在 的 ,如 求 最 值 ,最 值 的 存在 是 
Wists 

= 是 调整 的 过 程 是 针对 局 部 进行 调整 ,从 而 达到 整体 日 标 . 

逐步 调整 是 局 部 化 策略 的 体现 ,正如 波 利 亚 所 说 * 局 部 提示 整体 "“ 局 部 恢复 整 
体 "与 逐步 调整 相 类 似 的 还 有 (1) 冻结 变量, 即 先 将 一 部 分 变量 暂时 视 为 常量 ,而 让 

-个 或 两 个 变量 进行 变化 .集中 精力 解决 此 局 部 问题 ,然后 在 此 基础 上 再 对 其 他 变量 
遂 步 解冻 或 -次 性 解冻 的 策 路 ;和 2) 磨 光 变换 ,即将 原来 "不 光滑 "的 若干 个 变量 订 成 
“光滑 "的 一 种 解 题 策略 . 那么 ,什么 是 "不 光滑 " 呢 ? 如 对 于 三 元 变量 7，y,z, 它 们 的 值 
一 开始 是 任意 的 ,可 以 看 作 是 回 凸 不 平 的 ,不 光 滴 的 ,而 当 т. y. = 皮 等 值 时 又 可 视 为 
是 光滑 的 . 因此 ,从 某 种 程序 上 讲 . 解 题 过 程 就 是 将 变量 r. y. z 的 不 光滑 状态 变 为 光 
清平 整 的 状态 - 


$. 


И amo 


例 1 已 知 正 实数 S. ra zas 1. ЖЕ: 
1 1 P 
яф EE STF 
证 明 从 特殊 情形 入手 ,然后 研 般 情 况 , 通 过 逐 部 调整 解决 问题 . 


Mr = xz 1 时 不 等 式 成 立 . 
Mone me mers 中 不 全 为 1 时 ,其 中 必 有 一 个 属于 (0,，1)， FW TO, Too) W 
对 称 性 ,不 妨 设 0 < и 一 1 < 


о + 


则 Л + f(2) 


п- ТУ 
itb = Q—1Y zr, = Oc D: дит = QC DG tr ) om = (n— DG 


— 


aL) = (n— DU Haza = 20 lc- 


OD 的 左边 二 ао + fo) = $59 aun = po + jon =, 


DES? 
Hi m'— m = @- DOE zi, — a — z.) = (n— DG = DG, 71) <O, 
因此 到 < m. 

а+оп Qata, ym m 
Фев < e fe) — m) > Ota > ic 
eO — 1) > 7 Lio Dina 
Элит, Sn- DA zz. < iD n, < (n 一 1)* RE. 

"T 
Е 
co 1 
SFT я + ая 

1 4 
Satira mE rU гы! 

1 1 1 1,1 1. 
ыны NA ии "ить 
^ 


/评注 жийи ки жа эя жалали өл ЯТ. ЖЕКИ 


应 使 各 变量 的 积 为 1, 而 且 更 接近 目标 . 
例 2 (2006 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 将 2006 表示 成 5 个 正 整数 л, nne 
a ZHÜ.i ST Y mz, Fl: 


CD Hro л. жу, ro ту 取 何 值 时 ,S KARK: 

(2) HEE ISi, )<3.Ж\х,—х,|<2.[ ЭЧ л. zu, za. reo zs MRR ,S 取 到 
最 小 值 . 

№ (1) 首先 ,这 样 的 S 的 值 是 有 界 集 , 故 必 存 在 最 大 值 与 最 小 值 

W nra ta taz = 2006, Н#5= У) zr 取 到 最 大 值 , 则 必 有 

Iz —z |< < SED. Ф 

事实 上 ,假设 式 四 不 成 立 ,不 妨 设 — r > 
一 3, 4A Б.Я roe xm n + m... 

将 S 改 写成 5 一 ， 23567 

同时 有 S asa, an) + хал, + тулу + ge 

于 是 ,有 5—5 = rrisnin > 0,5 Е, neci oro т; НАНА. 


$. 


uc Gn dea) Gn n xs) лала ex rs таль. 


МН. z, = 402.л, = в = =, = лу = 401 | 


BLAME | 1,2, 11а 
时 ,到 到 最 大 值 

(D щл х, +r +z +z; = 2008 Н | zr, 02 时 ,只 有 如 下 三 种 情形 满足 要 
ж: Ф 402.402.402,400,400; @ 402.402.401.401.40 402,401,401,401,401. 

而 后 两 种 情形 是 在 第 一 种 情形 下 作 十 1 调整 下 得 到 的 , 根据 (1) 的 
解 题 过 程 可 知 , 每 调整 一 次 ,和 式 D ла, ЖЖ. МЫ т. = z, = r, =402,r, = 
= 400 时 , 取 到 最 小 值 . 

/评注 解决 本 是 的 关键 是 把 五 元 函数 S 视 为 二 元 函数 ， 
使 S 的 什 最 大 ,最 终 获 得 问题 的 解决 


例 3 设 z,>1(iEN'). 记 A= JI: 


nm 


过 调整 两 个 变量 的 取 值 ， 


un (> (A5) 


м 
n — 
Wa, 
А) Ф 
即 只 须 证 
@ 


х. ,使 其 积 连 步 减 小 ,而 yis vo ys ЖЖ. 
y. (RM ICE M UE. 


exec 


ig fei т) = nns 
分 三 种 情形 讨论 


„Ф 


Ж foi, m) > nra. y = f(n—1, m) > 0, 
(Q2) x, +z x +l(n > 3). {йб г, 1+aG 210, 
Фи +a = уза 
[Lr 

M fins m) > yf (n= 2, m — 1) > 0. 
(3) Far, 2 +2(n2 3). 

ах = r. +a(a 2 1), $ z 
H2< risi 

W zz, > rx, 

M fn m) > mn 一 
综 上 , 知 fis 00220 3 nm йй. 
证 法 二 әпи YF > VEFTO 2) 给 出 原 不 等 式 的 一 个 简 证 ， 
RA n > ms 2 < r, < w 


.m-D >0. 


«dx < < y. 


vs 


Ya. 


4 评注 前 一 个 证 明 思 路 自然 ,而 后 汪 明 则 需要 软 强 的 润 察 能 力 , 两 个 证 明 均 需 


要 扎实 的 代数 基本 功 . 
@ 5 (2003 年 中 国 国家 集训 队 训 练 题 ) 设 т, у > 0,лу + yz + т = 1. Ш, 
Y ss 
fe» SE 
zt 


X 由 题 设 条 件 有 > 


š 


+23, 


于 是 ,只 须 证 明 fr, у, 2 > fu u. 2) > 


1 


/评注 也 可 作 如 下 调整 : y: ,可 以 证 明 f(x, у, D 2 for, 


5 
»teO0m. 


966 (2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 这 题 ) 在 人 ABC 中 ,求证 : 


$. 


= У QEAL 


T+ cosÀ 
证 法 一 ”利用 调整 法 ,给 出 一 个 纯 二 角 证 法 . 
原 不 等 式 可 化 为 


= Ф 
ЖЮ ZA 
首先 证 明 g(A, В. С) ° 
注意 到 
cosA + (cos La 
[A+ rra) (B+ роза) 
= (cosA + cosB) + bog. 
“eon È 
1 
Sh) = m + o 
= + dm 
ode 


emin- 1) + CE DO + mm) (т + n) 


(m + DO + m), 


en Dna тете 
се ul (m+ DCm + п) | 


ifi (n! an FD Fm m nl 


= m' + 2m n + mên + m' + От ти? + —т—п—1 
РЕА тр ЖЕ ЖЧ ЭИУ КЧ › 
"КЕТ then e 


5 я 


= тб) Š <o. 


16 
故 式 回 成 立 . 从 而 , 式 @ 得 证 . 
В. АВ. с) > ® 
B0 
1 1 7 
00.0.20 = 2) + ү )+а—ё›+ ILE xi 
exa (р-на аатта 
EET 
ew (2u — 1! 20. 此 为 显然 . 故 得 证 . 
/4 课 注 本题 还 有 以 下 几 种 巧妙 解答 , 均 为 华师 大 二 附中 唐 立 华 老 师 提供 ， 
证 法 二 йа, b,c 为 人 ABC 的 三 边 长 .对 边 作 内 切 圆 代 换 
a Lan б = тулуу с = x +m. тү, лу > 0). 
不 妨 设 mm + riq = 1. 
[LL DEI 
i Gn = rir): " 
r= > 28-1) Ф 


eal Тоа > xizan Уна + 

SD iiti tnra) Da ан ало Убери ra 

ө У) аб т) ada + z) 20. o 
由 对 称 性 ,不 妨 设 z, 0. 易 知 式 四 的 第 一 项 非 负 , 后 两 项 之 和 为 


айай (аз — 1G 7 zs и (а, = a) Gn +) 
noda + 00) 20. 


zc 


= dr x0 [rd Gs — a) Gi n) — x 
故 原 不 等 式 成 立 . 
证 法 三 ”对 式 中 应 用 柯 西 不 等 式 有 


FE. RAE 
[Xi алт > Dn r) 


БУ santi na edu n) >o. 


aq. 


故 原 不 等 式 成 立 . 
证 法 四 ” 作 万 能 代 换 . 


% tan % = zan В = ytan © = Р т. у, z € R.. 


Ф‏ .ا <( پچ + (r‏ صا < ر لھ 


Жау + + ет = 1. АНА МЫ. = 


ЖД uv w>0, 


Мио Fiw F uu 


„о кн би, 


Пе+о Dw 
> 2 SD ul Dim 1-0) — бле] 
= Dw Уи ое 


© Уи o Gu! + инь Fw 0 Ф 
je ШЕИ fo f. f. 

RU итоги. 

fi аа? фиды + Оё — u w vw] 20, 


f; = (0 w [uv(v u) + (v — u )w — utu + w'v] 


D- (v w)? (u — v) + we + uw), 


Хи = ш) аби? — i) uiu — v) wu + м? и] 
раа) (i Yn wo им) 
> ч! си w+ m + шш). 
所 以 , / + f, + f, =0. 
从 而 , 式 加 得 证 . 故 原 不 等 式 成 立 . 
证 法 五 注意 到 上 >19 оса >а+ 
利用 Cauchy 不 等 式 ,只 须 证 


(ey 2 Жак 


£325]! + гак 31a = 2 9 e оу 


be 


a) 


тап 


+ FD ө +e — be — ke") > [b c + kx? — abc(b+ o] 
SO [P +k +e аф+ о) = 0. 

ЖИ «225220. (a — b ab +h —c(a +] 20, 
县 后 两 项 之 和 也 大 于 或 等 于 о. 故 床 不 等 式 成 立 . 

证 法 六 (Xa > Xo eco 

еса za aote А 


eX 223 cosh, 


Ai AGER ID. 
97 or. у. = 
证 法 一 $ o 
° 
KIERO RAE 
Co 一 zf30 2? -6ü— +21 <o, Ф 


ioni. KORT. 


бза DG? ee D 20 


(r+ у) 


Saty + уу + 
ЧУ ++ +m 


所 以 .只 须 证 (Gs у. < Š MAMIE 


$. 


由 柯 西 不 等 式 即 证 . 

JRE E-MURSE-TERILE RUE RICE A SR E TER dE 
BSRESSGETUSEZXEEXZ Ж ЕЯ ЯЛ ЕВ. 

BIS (E 408 IMO 国家 队 先 找 试 题 ) 对 于 满足 条 件 Ys = 1 的 非 负 实数 r ,ze， 


озо D Gd x) 的 最 大 值 . 
证 明 (1) 对 xyy>0， 
Gr y) у) 0-0 — (Ga! 3 y - y) 
= зубі? +бху+4у?) —ry(Sr +10: 10! y--5y!) 


= bay ry Ту +z 


ر٣ )ر5(‎ +2ry +2 y+ y'Ü 


ТНУ бус 


и+2 + (< ج‎ roy [7- 102+]. 
20.7—10CGr y)0 时 ,上 式 必 大 于 0. 
л. 中 的 斐 9 数 少 于 两 个 , 则 题 中 的 和 式 为 0. 
中 的 非 0 数 不 少 于 两 个 的 情形 、 
РОСТЕ ыы 
1,5 r tz, n €10 ND. 

由 (1D 知 ,可 将 这 两 个 数 合并 为 一 个 数 ,再 补 一 个 数 0, 使 得 题 中 和 式 的 值 变 大 , 经 过 


有 限 次 调整 ,最 后 剩 下 两 个 非 0 Ж. KAUA г.у>0, 5+1. 对 此 情形 ,有 
за уу cat 0a) y Uy) 


аунау mayG y лу y)! cay y 
Tay Gy 325] 


1, x. «lx(ly-l 
=g X31 bs 12° 


Marmi y yum 


iz 


此 即 题 中 所 求 的 最 大 值 . it XAK z 中 只 有 了 两 个 不 是 0, 用 z,y 表示 这 


两 个 数 , 则 有 rey Or ymlarymL. 


所 以 . 当 ases 中 仅 有 这 样 的 两 个 非 0 数 时 , LD (zi 

$09 Gaara. 是 mt 
常数 .来 M = X aaa ВАК. 

Ld 首先 证 明 ， 当 M 取得 最 大 值 Mi BEOHER jx 
1 


HERA i js 使 得 la а, 
.把 和 式 中 的 aJ a, 分 离 出 来, 便 有 


rl = 15. 


) 个 正 整 数 , 且 a, +a, + Ба, m m mmn) H 


jch 


事实 上 , 若 M 取得 最 大 值 》 
不 失 一 般 性 ,可 设 a ~a: 


n PEERK, H b +b, 


M, = аа: Dau + (a, Ha) У) аа, + 


$b = a leh = a+ lb = aG > 32H b, us 
+" h, = n. 


EM = > bb = bı 


x + (bh +b) у, bb У bbb. 
. 


LTEM = a Harb, = aG 


М.-М, = (bsb: аа Jan: 


R bbs ааз = a та 12 1, ATM: >M, 5 М, 是 最 大 值 矛盾 

由 于 满足 atat +a, =m WER а « 只 有 有 限 种 , 故 M 的 最 大 值 
EPE т=п rix qur 是 整数 , 且 o< r< 

则 当 му, are e а, 中 有 -~ TR o1 Д nr TRE q 时 ,满足 上 述 M 取 最 大 
HOME RE la. =a, ТОНЕВ iD. 

又 易 看 出 满足 这 个 条 件 的 a: заг nsa. 只 有 上 述 取 法 ,所 以 ,在 a var 
取 法 下 ,M 取得 最 大 值 . 且 

М. = C+D CH + DC CL G + ОС CL. 

这 里 约定 当 k>n 时 ,Ct 二 0. 

J 评注 本 解法 是 先 对 自 变 量 а. а: sa PAY ИШЕККЕ ЕЕ} 
件 ,再 通过 说 明 最 值 的 存在 , 求 得 最 值 . 

例 10 (1991 年 国家 集训 测试 题 ) 设 д. т, т. т, 都 是 正 实数 且 rir r у, 


irri 1) (2si z, + ) (2а, + 


"а, 的 上 述 


) (25:2 + 


1 
Sin. sinz; 


дыр, ta. 


Ф. 


№ Br tr 为 常数 ,由 sinz, + sings m + CeosGr x) — coste Fr] sinz, + 
sinz: 的 值 随 |x; 一 x:| 的 变 小 而 增 大 , 记 所 讨论 的 表达 式 为 fOr, as ras zo. 

FB xis т, ту, т, 不 全 相等 ,不 妨 设 r > 
moger FERA r+ 


int 


= (ба, + siasa) 2 


Sir, * sin z; 


Raci M sinz: < 


又 因 在 区 间 [0, 1] 上 ,函数 =H T PER CT 


(2sintz + 


uz) (sin + 


> (tsi ade si r+ gly je (S 


= (2s sem )(2si z+ 


KE freni n fats afe x 
如 果 x. rn. 去 不 全 相等 , 则 又 可 仿 上 调整 而 


Ж feo neon no [3 


+ ane ze r л, 不 全 相等 时 ,总 


可 见 ,所 求 的 最 小 值 为 (等 , T e) SB nmn mn ms Ent 
жий. 

IRE дүйн кий. Еи УК жию. XE EE 
EXHRETAXOUSLAZRIMENEENAEASRAHSA 经 过 着 干 次 这 样 局 部 上 
的 调整 ,不 断 缩小 范围 ,最 终 导 至 你 个 问题 的 园 满 解决 . 这 无 颖 是 我 们 研究 数学 力 至 其 
BEHAERTR EBAEASAR&S-HRAREAIZA 当然 ;用 还 步 调整 法 解 是 
ЖЕН, нина. жн. ER AES ERCURAB REA 
мила. 


„Ф 


习题 精 选 5 


L ЖИ, xb п F E a. e. mar AUSG) ЯФ AGO 一 


stat Ta. Gu) 


2. Rama Rf nens EEM: (D sc Lum aono (D rebate 


=1 下 的 最 大 值 与 最 小 值 - 
1 
= tik 


4 вв fama bite 的 所 有 系数 都 是 正 的 且 a 二 0 十 < 一 1， 求 证 ， 
对 于 任何 满足 пи, HERH n ane es z. MUR Fr Fn fn) d. 
5. (#40 & IMO 试题 )m 为 给 定 整数 ,n 2 确定 最 小 的 常数 GU ER 


X nod моа xod AX > oy ВИЗ. 


6. (1995 PERM PRERE R- m X f pef EE KF 5з'—5(р+ Dat 
+p- Ол +1 = 66 户 的 三 个 根 均 为 自然 数 . 
T. Each c LEA EHE Rambo l, RE: (1—97 0 74) O76) 


3 бю X S u, h, сарта, RE: 


з. CO ## b K h k XE RÀ Q M) # or ye: € К, Ж d. 


TTS lr Gy 6 
9. әй лу ras 
ntn > у + у, 
10. (第 12 Ж IMO 试题 ) 设 实数 ri， 


[m 


1 
3 


ae 


ate UD 


有 人 说 ,洋洋 百 万 育 的 (三国 演 义 ) 其 精髓 就 是 开篇 第 一 句 话 :“ 天 下 大 势 , 合 久 必 分 ， 
分 久 必 合 ". 事实 上 ,数学 解 题 中 .巧妙 地 运用 "分 "(分 拆 》 "( 合 项 ) 的 策略 也 
想不到 的 效果 . 在 本 书 第 1 讲 中 我 们 已 经 领略 了 常数 分 拆 的 魅力 ,在 本 讲 我 们 将 进一步 
了 解 更 多 ,更 一 般 的 分 拆 与 合 项 技巧. 

- 般 来 说 ,分 拆 包括 一 分 为 二 ,一 分 为 多 两 种 形式 , 合 项 也 包括 合 二 为 一 , 合 多 为 
两 种 形式 . 

了 解 以 下 常见 的 分 拆 例子 对 解决 许多 

1 1 1 


) _ ,إل 3ے‎ 
nOD n ntl 


综合 性 问题 大 有 神 益 : 


= ут 

(3) a, = a) + Gea =a, (а: — a) ai 
(ра. = * a (Oba EO € NUS 
Onen 

(6) C - 


(D nta D = [nn + DG D — (n= Dati Dli 


1 1г 1 1 i 


O nF DaF lan FD (ткт ++ 


…' 其 中 1 


1 
d 
(9) = 


doma 


#1 (2007 年 全 国 数学 联赛 试题 ) 设 a 


时 ,an < aw. 


Укр ЖИ. MERAS? 


NN 
иса? 


EM Ито 


zu ESSET * 


于 是 ， ЕЖЕ п22.# 


1 - vnl 1 = 1 Dl. 
"(= тк? * o GTDGTL cr»crz» ki 
Ша < an. 
#2 (2007 高 考 浙江 卷 理 科 是 改编 ) 已 知 数列 {a.} 中 的 相 邻 两 项 asian № 
关于 xz 的 方 种 3 一 (2 十 3k)z 十 3k «2! = 0889. E asas (6 = 1,2,3, 60,0 
Lsinn | Lap у = 1 Cc npn срт» 
fo) = S (Big +3). 1. = + ,求证 ， 


sinn аа; аза, r= 


$ ЕТ. EN. 
证 明 JF — Gk +2')r+ 3k. = 0 的 两 个 根 为 xi = 3k,7; = 2 УЖ а, 


= 2.4; = 3,ау = Asar = 9,4, = 8a; = 12,a, = 16, s PPA Ms 不 难 证 明 2 > 
ЗА, XEN ani S а» 1. 2. 3, ,所 以 ,ar 


93 已 知 数列 te, 的 通 项 公式 为 <. 一 3 一 (一 2 求证 D) Lec. 
VH EBORE MOREAU D. 如 果 采取 * 合 二 为 "的 技巧， 
再 进行 帮 缩 则 能 出 闸 制 胜 . 用 分 析 法 易 证 明 , 当 “为 正 奇数 时 ,有 L + l. 
CD 当 ， 为 偶数 时 ,有 
3» 


ГЫ a 


+@-)<+ 


"Mer 


"E “|4 
(2) Mn 为 奇数 时 ,有 Уу). < yy 
4 
үе a 
tu kap 
例 4 Rl t tT 
EA 先 将 原 数列 各 项 分 别 " 组 合 ", 得 
1. (141 1,1 
жй ан (за) ++ СЕ: 
tieee 
i6 


915 求证 : 


š +< п 1 
ПЕРИ TFT аита! < 2° 


„Ф 


EM 先 将 左边 分 式 的 分 母 运用 " 合 "的 策略 - 
得 (一 21+ (a= Dln! = [1+ял—1+яи—1)5](и—2)! = (n= DD! 
代入 原 式 后 ,再 对 每 -- 项 分 " 解 ,得 


ед 
ma-21 (nD! т 


46.) 由 下 式 定义 : h = D (14). 
EM ”对 已 知 式 直接 进行 分 拆 ， 


fü b, 20 为 显然 , 故 0 
例 7 对 于 "EN 7. 


Е 


17200-17 


i cd od 
RRETH 


ШЖ Милан, 


1 2 1 
lG-300-2G-D (man 


4 Yol lj. b. O ЭНЕНИ. 
R T<i+ ieta tux DD) 
1 
<+ ++ 
2 КҮҮЧҮ 
шж тіндік 


=+1+1 + l +1lx1 
=1 +16 +B] * mé ^25 a 


证 法 五 "nain. 


D Fen 


A Lf... 
rr) + gl =a 


a 
144 


J 评注 “数学 思维 开拓 性 指 的 是 对 一 个 问题 能 从 多 方面 考虑 ;对 一 个 对 象 能 从 多 种 
角度 观察 ;对 一 个 题目 能 想 出 多 种 不 同 的 解法 , 即 一 题 多 解 , 在 一 题 多 解 的 训练 中 ,我 们 
要 密 加 注意 每 种 解法 的 特点 ,着 于 发 现 解 题 规律 ,从 中 发 现 最 有 意义 的 简捷 解法 . 本 题 的 
六 种 不 同 解 法 主要 区 别 在 于 放 缩 的 角度 与 技巧 不 同 , 有些 技 巧 十 分 巧妙 ,不 是 一 朝 一 乡 
КОЖИ. СБЕХИНИ, WOBR Я. 


jl O d iod 
вата 5*6 


例 8 已 知 数列 (a.) 满 足 a。 
м 


тщ 1 
а 


Ж а,<п. 


Xa < n= LRH a, mace «ab < a, + ало 


J 评注 以 上 解答 用 到 分 拆 恒等式 (1)、(3). 若 将 递 推 关系 式 改 为 a =a lat я 


$. 


я1—1<а,<1. 


919 已 知 函 数 /(z) 一 


тра € D, ЖРО, o0 Ps DERN SOR 


ERIS A BAR Р.Р, 的 中 点 РЕН 

D 车 数 列 14.) 的 通 项 公式 为 a, = /[ Jn € Nen 1.2. er ROM as 
前 mm 项 的 和 Si 

(2) # пем 时 ,不 等 式 & 


TERU REN a 的 取 值 范围 . 


М CD BETH: ии =2X5 = l. 所以， 


э +з = aD + fad = — 


CU *x»D5x2 
4" +4" E om MEE LT 
Anth H2N RA) +4 2(4^ F4 +4) 2 


A P OAR y= 


HER BINE f (E )+ /(— 


ers eere erre 
序 相 加 的 方法 , 即 由 于 : 


S eren) eroe) 
Дне а f(z) 
ma 25. = Dr ere) prz) ++ [Дт + 
21) +2/(#)= 3o 2л) = зт 059,5. = 吉 (3m 一 DD. 
(DAS. = Ln D 5. = nen. 
A © eer inc (1 5) 0 Ф 


каж. ЕВ ENEAS 
当 a=0 时 ,人 D 式 显然 不 成 立 ,因此 a 一 0 不 合 题 意 . 


„Ф 


当 a<0 时 , > Яа <0 RHEE m € N 恒 成 立 ,而 当 m 为 偶 


数 时 ,a” < 0 不成立 ,因此 ,a < 0 不合 题 意 . 


Махов Яа" > 0(m € N МЫ ВН I Los <0 HERR € N 


ат. М, a > P poe NER. 
3m—1 
۴ “+2, € N 
iË кот) = iu € N°). 
" _ 3т+5 _ 3n 一 9 
POR gin + D вот = 3 十 5 $8 —1 7 Gn EDGn — T < 


所 以 копт € N) 的 最 大 值 为 g(1) = 三 , 故 
$410 (2000 年 江苏 省 数学 竞赛 试题 ) 已 知 >, у. = REKK AWE Fy 十 = 


Р = 9 v 
жш LT 215 


等 号 当 且 仅 当 工 时 取得 . 


Ян 已 知 无 穷 正 数 数列 {a- н 
(1) FERE mE RH ER a, B 


(D 对 任意 正 束 数 } | a а Ir 


2. 


求证 : m21. 
证 明 Xm dk. ke 


Se 


(E12. e n 的 一 个 排列 , 且 满 足 


由 条 件 (2) 得 a, а. 
于 是 .对 任意 的 n>4, 部 有 


та, —а, 


= (а, а) + ба а, mn, a.) 
мы 
ЖЕЕ) 
из 
NIT LEGE поа ИГ moli t 
AES т>1 
} 4F ба а) + ба, mau, bm 


J 评注 为 了 利用 条 件 (2) ,将 or 一 a 
Go, а FX E HRA 


#12 ижа, у, 601 


最 小 值 . 
м onum. 


Ё 108 
当 且 仅 当 ау к 


[Wi акакакаялаккятиятав.ика+еаятаянж 
BEEXGÉATODPEELSASSLEHAHRRIX atar t+ 
ЗЕ ЦЕНЕЕНЯО НЯ ХЕАНЕЯЯ, 

例 13 ОН LR а =1, a 
0.0€ (o. 1) Rit: 5 - sin"20(1 — т). 

8 由 特征 方程 — r+ абок = O 解 得 两 根 为 了 ，~ sin dens = cos. 

Bta, = ACin 0)" + B(cos 0)", MIIN a, = 1,a: = 1 — 2sin!cost0, 

SIM a, = sin + сок. 


— 25іп'бсоз' 0-а: — а„ Fa, sin Ocos’0 = 


nen € (O, D, 


另 一 方面 ,由 sin 0 + cos = 
得 上 = (sin'8 + cos 0)" = sinî" + Сухие (cos?) + 


+ cos 


=a + +[C1sintacos—t0+ сов! ñsin'=-10) + С: (sint @eos!="* 0 + соз' фай?" 0) 


+ т + СГ Gin! Acos 0 + cost=*0sin'0) J 


>а, тоот Сї + en СТ!) = a, М. 2 
移 项 整理 可 得 4. <1— т) KET а c site (1~ т). 


J 评注 ”本 是 条 笔者 为 2007 年 浙江 省 数学 夏令 营 命 删 的 考试 是 的 加 强 命题 . 求 数列 
калай. Ж ®# Ж.Ш ЖИ 等 式 的 同学 并 不 多 , 事实 上 ,可 从 措 
靡 "2"” 的 由 来 ,想到 对 慢 等 式 singt co'0=1 两 边 进 行 n 次 方 处 理 ,并 在 此 基础 上 进行 
分 拆 与 合 项 证 得 结果 . 

例 14 (第 2 届 女 于 奥林匹克 试题 ) 数 列 {a,} 定 义 如 下 : ma 一 2,av- = 
1,2, = EBD 


$. 


1-a, +1.n= 


ЗВ (o, HE PHI ЭГ ass >1 , Ak 
1.1 Y 


Lplp <l 
为 了 证 明 左 边 不 等 式 ,只 要 证 明 am- 1>2003™ 
由 已 知 用 数学 归纳 法 可 得 a... = aan зе +1, 
Ка. a > mOn2 D. 
从 而 结论 成 立 ， 
JRE “事实 上 2005 年 国家 集训 队 的 以 下 试题 可 视 为 例 14 的 改编 题 ; 数列 1a.} 定 
ХТ: а= ba, EDS Da <1. HERARN 15 И) 


(D Wa <а < 


Was RENE D REN 1.2 
RAS LSI вЫ, MEERN A 


М мирам - 1) B, 


对 于 正 整数 % < a < as aı за. + 1, = l, 2, = 


1. dab 
2. 数列 {a,} 的 前 nn 项 和 
т те. ЖЕ: M +M + 


3 EH WE a =. 


试 求 2P, +5. 的 什 


4. BEfCOX 


сж тєв еж foo fü n7. 


(D Ra LG a, = feo + f (Ee (2+ r( Ee ro tnt 


ЖЖ 8 pi 948 ы 


$. 


(2) Ф, 
XA. 

5. 已 知 /(z) 3 ki. 
жиш я COE 4 (n. 


10р 2), 
(1) RIOD 的 解析 式 及 曲线 C HRH E: 


GO RS = Ti tst 对 于 一 切 mEN' BAS >mk i. k 


自然 数 m W 8 X. 


$ ЖЛЕ Ox WBE HERE RAAB ERA OD = UHD EC Xa 
是 一 个 正常 数 , 求 满足 对 所 有 的 


эт) 224 的 a 的 最 小 值 


т. ею а = Зза = (м. 一 D! +1, Ri 


8. 设 PP. P,G22)R 1, 2 


LII 


1 


BTR = У)(1-®)}-1_. Ru, 0 


10. ka >a: >a, >a È 


EI 


1l. (20074 & 4f iR K) FL AE 4E ME 167) E e @ f(r) 


f(a-p+re-o+fe-o<i. 

12. BWAR Др = e krer € R RER F(x) = JG) + f= 2, Ril: 
БПР." FG) > G7! 23 Є N°). 

13. ERICH (a EHE n Rf S. AES, = 24. +(—1)°,я>1, 


D Ra ACRI 


OD 证 明 : 对 任意 的 整数 m4, 有 由 十 直 十。 


4. 已 知 fO) ЕХЕЕЕЖЖЕ, RAE SO) = 2, f(n+ D = GO — fo) + 


<1- 


B m 
对 所 用 之 1 的 整数 ,有 1 F5 š 


ln EN’ Ra 


15. (2005 年 国家 集训 队 词 练 题 ) 数 列 {a.} 定 义 如 下 : а = +. E 


m= 1.2, = 


ai-a +1 


Я: #8 PERK n ER а tatta <1. 


ate DBAS 


FIRR Abel(1802--1829) 是 挪威 数 学 家 ,近代 数学 发 展 的 先 巴 者 . 阿 贝尔 在 数学 旋 
面 的 成 就 是 多 方面 的 ,其 中 与 我 们 中 学 有 关 的 主要 是 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 . 利用 阿 贝尔 
分 部 求 和 公式 可 较 好 地 解决 一 些 较 复 杂 的 数列 求 和 ,数列 不 等 式 综合 问题 有 些 著名 的 
不 等 式 .如 钟 开 莱 不 等 式 , 切 比 雪 夫 不 等 式 等 都 可 运用 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 证 明 , 而 对 于 
涉及 两 个 数列 的 对 应 项 之 积 的 和 的 问题 ,利用 阿 贝 尔 分 部 求 和 公式 更 是 如鱼得水". 
阿 贝尔 变换 ， 


对 于 数列 la). (b) E 5, = woa = Zonen На 5, 一 0, 则 有 Dab, = Sh, + 


S86 —һ. 1), 这 个 变换 称 为 阿 贝尔 变换 ,也 称 为 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 . 
其 他 常用 的 和 式 变换 恒等式 有 


(D аш, + bb, — ab, — ab, = 


(2 (Beant = Daf +2 У) 


w (Sa Sa) - EX XXe 


D У) aa; = Улар = PX ам), 


uaa 


Pan 


例 1 (URRE b, Z b 22 = > b, > 0.m Ç Ха, < Ми = 1.2, n W 


Уна. 


Ti bom < Уу, = hM. 
EA 由 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 .得 
Sube hU = УСУ m Md 


< м[ь. ES» 
FIRES < Уа. 


м2 RMS- Èr. 
м acd = ВА 


WS = Ум > kbb 


s= Sh = Уза, = 5, + $55 


移 项 , 便 可 得 
T 2r — 
s-eem 


例 3 证 明 Lagrange fi SEC 


(HD Ou (Ўрад У) Gb, abi. 


并 由 此 式 说明 Cauchy 不 等 式 成 立 - 


$. 


S YI eai taba p) 


Etab, — a,b.) 


故 Lagrange 恒等式 成 立 . 又 У) (ар, — a,b, > 0. 所 以 有 


CO OO > Саво 


WI Cauchy KERRI 
例 4 实数 zc 


хө: |= 2001,6 


15 os 的 最 大 可 能 值 


000, 则 r, 


М Ray = r va = 


* 2001 СЕРНЕ |a, | = 2001. 此 时 
V tas] m+ Sia ]- [hec + Da а] 


[G + Da, + ha, + 


Са 1+2 | ar 


因此 ， x» 


bem la D. 
ig A, =| а [+2 | м; Els 

贝尔 分 部 求 和 公式 的 变形 .有 

Sja yata 

X lx xa и 


‚А, = 0, 则 由 阿 


AN b ae E SIN e du. 

- > 3 (Ae А) — gigi ` Ae Dla ZOT ` Ames 
Х Am =| a |+ 2| as 1+ 

У-у і la 一 la, |= 2000. 

由 解答 过 程 知 , 当 且 仅 当 | a 0 时 等 号 成 立 , 故 所 求 
最 大 值 为 2000. 


BIS 已 知 el, ars wiy… 是 两 两 不 相同 的 自然 数列 


Ш: НЕЕ 
Dl 
2k 


аня “出 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 .及 Ya > Ума < k=. 


э LSa + ald 
Dp- е т gole ar] 


тўн ofk- 


* Me > boc = lene" 


c 2k Vaara > kef > (co — 1) * 0 


ель 


只 要 证 明 2ata — 1) Z 


又 由 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 ,得 Dalas 
Sam) 20. 


#7 EMR a a: „баш = 0,M = 


nOn Di 2) 


жи: | | 


$. 


证 明 由 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 ,得 
|Xel- је ЎЎ, сау 


> а. (а, a), уул, = 0, уу|л,|= 


R a HIR ME. 


& Ma, — a.) ERI. 


«477 Ex pgo pHa AMA рта 1 2 


Maso qus == LEA т, = O ERRES на BRA}. 


IME BERF a= 12.95 Lark. 


(1989 ЖАШ ЖААЖ nene 满足 条 件 立 \r, = 0, SD n l= il: 


nr] ,其 中 [z] 表示 不 超过 2 的 最 大 整数 . 


ЗЕМ ФА. = у E A РАННЕЙ, А. < 


CD Hn = 1 时 ,结论 显然 成 立 ; 
D 假设 1 «E cn — 10.4 А, < [kz], 由 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 ,有 


в =] А 
п. = ERE RAL a+] 


$na 2 


= [nr] + Ste - p. 


< r+ Sei oa kr CH e +D 


= аг). 


由 (1),(2) 可 知 A m n]. 
/评注 根据 阿 贝尔 分 部 求 和 公式 的 结构 特征 ,不 难 发 现 部 分 和 S, = Dacis 


n— 1) Y S, = уа = я) 2 ж 8 3 жн: KAREN 8 p ki T % 


质 性 的 技术 手段 . 
@ IQ Ea c 0.5 0а = di = 1270, 则 


(Sane > Se + Јах 


аьа, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 eT 


1Kicj&n. 


dO. D. OS RAI SERNAME 2-6 


4, > 0, Sa, < DDO e k < m, N f 


1. (WARTE RE a, = a 


о Уе 


Уво Xu Ум. 
2D ACRIOR as < a: 


X a, db, < b = 


Sh > а). Dh) > ne мб... 


3，( 排 序 不 等 式 ) 设 有 两 个 有 序数 组 ;al La < Xd. 
аб, Fais n Бар. OR ERO = aib, Harb, don а ҖЕ) > а,Ь, + а,б, 
te tad (fa. 
QR desea 
是 正 实 数列 , 且 对 所 有 ij = 1,2. 


a, Rb, b <S 


个 排列 . 


"满足 a, 


a +a. ЖЕ: 对 于 
正 整数 fa ++ + 


5. ШИ, 对 每 个 正 整数 1, 有 2 二 Js Уу) 


ЖЕКЕ Фей Еа]. 


6. ner HERRE E ra = ra 


(1 +a) 
TEELEN 
b € 肥 , 且 不 全 为 а, 一 0, 证 明 : 


а. > Oshi „6, 


апка; 是 常数 时 * 等 号 成 立 . 


9. ШЛЕМ поз < < 


AD rrr, OT 9120020 -Dz) 


10. Haven. EnASAE&G»22€NO.HD =n = 2n 


2, 求 代数 式 S = Dr AE. 


ate IBAR 


HIS tt W j J ТЕХН ЛИ, A E E it ER 6 0) CR Ж.Ш k JU HH 
得 ,高 斯 , 欧 拉 、 拉 格 朗 日 . 康 托 等 都 曾 运用 这 一 方法 解决 过 数学 难题 , 近年 来 ,构造 的 方 
法 及 其 应 用 已 连 汤 为 数学 教育 界 所 重视 ,尤其 是 在 数学 竞赛 中 ,用 构造 法 解决 的 例子 不 
инж. 

ЗЕ JE AEE ch E AG 00 VI EF o ЖИПЧЕ КК E bP ЗН ЕҢ PB GE Ж TG 
顺利 进行 ,不 得 不 寻找 某 些 中 介 工 具 沟通 条 件 和 结论 的 联系 ,而 这 种 中 介 工具 往往 隐 含 
在 题 设 条 件 之 中 ,需要 我 们 去 发 据 、 去 发 现 .去 构造 . 因此 ,构造 一 个 与 之 有 关 的 辅助 命 
题 ,也 就 是 在 已 知 与 未 知 间 搭 桥 . 借 以 沟通 "条 件 " 和 "结论 "就 显得 尤为 必要 ， 

因此 ,构造 法 的 实质 ,是 根据 数学 问题 的 条 件 或 结论 所 具有 的 特征 ,以 条 件 中 的 元 素 
为 "元 件 ", 以 数学 关系 为 "支架 ”, 通 过 创造 性 思维 构造 出 -种 相关 的 数学 对 象 ,一 种 新 的 
数学 形式 ,使 原 问题 得 以 转化 并 顺利 解决 . 从 思维 方式 上 来 说 ,这 种 方法 较 多 地 含有 直觉 
思维 的 因素 . 

另外 ,值得 注意 的 是 构造 法 解 题 贵 在 “创新 ", 在 解 题 时 往往 要 打破 常规 ,另辟蹊径 ， 
表现 出 简 楼 ,明快 ,精巧 等 特点 . 岁 造 法 的 核心 是 “构造 ", 即 直接 构造 有 关 结 论 ,指标 、 算 
法 ,程序 而 立即 将 问题 解决 ,或 构造 模型 图形、 实例 ,中 介 辅 助 元 案 ( 铺 助 命题 ,函数 . 方 
程 .数列 ,不 等 式 、 向 量 、 特 殊 曲 线 等 ) ,沟通 数学 的 条 件 与 结论 间 的 内 在 联系 ,从 而 使 问题 
得 到 解决 . 


„Ф 


Aa emos 


91 设 正 数 a,b,c МА, В,СЖЕа +A=b+B=c+C= Е, ЖЕ: aB HC HA 


证 法 一 ”构造 边 长 为 的 正 A PMN OR 6 D,E,F 如 图 所 


MR ADEF 恒 存在 , 则 Suse + Saura + Sar 
RGB +С + cA) sini? < Тибо". Bi. 


证 法 二 {ИЕШЕ PQRS, 并 在 边 上 取 线 段 , 线 段 长 满足 题 
设 并 如 图 所 示 , 由 阴影 部 分 面积 小 于 正方 形 面积 即 证 . 

证 法 三 ” 作 立 方 体 ,使 樟 长 为 ,并 在 共 顶 点 的 三 条 校 上 取 满 
足 题 设 的 线段 长 , 则 局 = (a + AX BY — C) = abc + АВС + 
k(aB + IC + cA) > k(aB + IC + cA), ВИ. 

JW ЯНВИЛЯЖУ ВИ EARITXEHTASAM 
ЖИ ДИЖЫЛЫХ FEM ME TS É. ДЖАН 
HOARIDKRGL UU S ННИЛИИТЯ ЯН — ERA BMS ERS 
造 几何 模型 ,将 代数 倍 题 特 化 为 几何 模型 是 构造 法 解 题 的 一 种 常用 方法 . 


.= ر + را ۴ 


rus + 


982 EN ry 满足 方程 组 | 1 。 | ge 
3" P 
i 


Ж лу + 2yz 十 3zr ММ. 


м ый 


НИЖНИЕ ДОЛВ.ДОВС 和 AOAC ,得 


AABC. 
H АС: + BC: = AB: A ZACB = 90°. 2 
4 ہے‎ 
80 


HHEHRHLRRB у EMG S 
RS. NOE TRIS 
$03 roc 为 实数 .证 明 : 对 任意 ДАВС, ВЯ бу 


osA + 


ycosC + 


cosB, 
解 ”构造 一 次 函数 (GO — at ey + s: — (2rycosC + 


osC + 2гсолВ)х + y 


cosA + 2ercosB) 


+? — 2yzcosA. 
考虑 判别 式 : 

A = (Lycos. + 2ecosBY — ACy! + 27 — 2yzcosA) 

GE ДАВС n соха (cosBeosC— sinBsinC) ) 


ty sin C— sinBsinC 


sin B+ 


— 40sinC — zsinB)! < 0, 
故 G0: BDE. 
4 评注 нан 
SOS, 
HbA AM ê 8 


[ES 


例 4 FUE VI т V? 


9 基本 形式 之 一 , 构造 辅助 元 素 也 是 
) 式 ,数列 (组 )、 不 等 式 \ 复 数 \ 向 量 ,加 
次 孟 数 ,利用 判别 式 证 明 不 等 式 但 


W 由 VE 了 + VETE = HIR EE Т. V2 c HOSCE 
7-24 Е 
- 1+4 Е 
# Ща 0-а: cla ary. 
化 简 、 因 式 分 解 . 得 (24”1)024 二 DC2d +5) = 0. 所 以 d = LR - T 5. 


分 痹 代入 名 ,得 /TT 了 =0 或 1 或 3. 解 得 z=! 或 2 或 10 

经 检验 知 , 原 方程 的 解 为 z 一 1 或 

/评注 “一般 地 , 形 如 Y 
为 常数 的 无 理 方 程 ,者 可 


BS #г,у,:ЄҢ,0<г<у<т< RIE: 2 2sinr cosy + 2sinycosz2>sin2z+ 


sin2y-- sin2s, 
м 由 二 信和 角 公 式 得 


T + 2sinxcosy + 2sinycosz > sin2z + sin2y + sin2z 


+ ® E 2sinrcosy + 2sinycosz > 2sinrcosr + 2sinycosy 十 2sinzcosz. 


ВЕТ > sinz(cosz — cosy) + siny(cosy — cose) + sinzcosz, 


构造 以 原点 为 园 心 的 单位 园 , 如 图 所 示 ，A Cos sin) 
BCcosy«siny) CC <) 为 单位 置 上 三 个 点 ,分 别 过 此 三 点 作 
z 轴 \y 轴 的 垂 线 得 三 个 矩形 ,而 不 等 式 右 端 印 为 三 个 卸 形 的 面积 
之 和 , 它 显然 小 于 至 . 

/评注 本题 若 直 接 从 不 等 式 角 诬 进行 证 明星 然 很 图 难 . 但 
通过 构 潮 单位 加 ,将 三 角 征 数值 构造 成 点 的 举 标 .通过 面积 直 接 
илт. 

$6 їйт,уЄН,Ң r +s E: 

MEBER a,b Mia a FF y Way Dr >a +b. 

М йс = ur by 

由 | z |+| # 21а += 1 


bz + ay i. 


VE Ey ATF TH 


ze Gi + br) бу Fay)” 

= a+b. 

例 7 已 知 多 项 式 JG mar 二 bz 一 cr 一 d, 且 710,700), f(D, f(D, 
RUE: 当 工 是 整数 时 ,7(z) 是 整数 . 

М 把 一 1.0.1,2 的 值 分 别 代入 得 到 有 关 a d 的 方程 ,但 不 易 推 出 a,b,c,d 是 
WORSE HE /(z) 用 拉 格 朗 日 插值 公式 来 表示 , 则 是 否 为 整数 就 一 目 了 然 了 。 


LIEU LS нна $i sÇ 
fo) = GLDG-Dr. д р + 9229 уо) + 


他 一 2)z(z 十 1 


$. 


J+ EDED 


AIO 


因为 FCD. СО) £O. FOO BEER Н z 为 整数 时 ,21(7 一 2)(z- D. 
6160—2200 104,210), 61(zr 一 D)zfz 二 1), 所 以 , 当 > 为 整数 时 ,F(z) 也 是 
й. 


#8 ËryzER',H r+y+tz=l,n 是 正 整数 ,求证 : 


Ws аЬ 


[zi + 


ni ERERCOBG ne LBS + 


EZER ER TILES: DT p 


м жи а+ра- 


EM ваши Toa Te 
cM 


1 1+15--а+ 
Onde 


— 


1 _ (CAF [ан D ad 3 


Пат Мао: N nt Аг 


y | =} т, 
所 以 ,数列 | c1] P PP ла» 1 


маъра» 


例 10 已 知 sbvr,y 满足 方程 组 
[ary = 
art + by? =7, 
lar! + by! = 16, 
ах' + by! = 42. 


ac + by? 的 值 
解 ”本 题 待 求 式 瑚 较 高 ,但 若 注意 到 待 求 式 与 已 知 式 有 一 共同 特征 , 即 每 个 方程 关 
于 zy 的 系数 均 相同 , 且 方 程 的 次 数 逐 个 高 一 次 , 故 可 用 z + y 去 乘 各 个 方程 ,建立 递 扒 


关系 式 ， 
由 已 知 系 件 构造 北 推 式 s.m ar 二 by” sn = 1,2 
W sme = art! Ку"? = Cart! by" cy) — ry Car ey). 


МЖ, sa = Gr у). — rys,. 
将 已 知 方程 代入 可 得 方程 组 


16 = TGr y) —3лу, 
42 = 06 3) — 75. 

解 得 > 十 y —— Молу 一 一 38. 

Mos = (r+ у) 一 zyss =— 14 X 42 + 38 X 16 = 20. 


BM агї Бу? = 20. 
例 11 OR 41 IMO RA) iabe 是 正 数 , 且 abc = 1, 求 证 : 


(2=1+1)(6=1+2)(:-1+2 


М 由 条 件 得 < L.l = ac .将 其 代 人 不 等 式 并 化 简 ,得 


$. 


(a — 1-cac)(a 1 — acY(ac +1 =a) Sa * ac «1. ® 

XUQDXT аза. 轮换 对 称 ,不 妨 设 a 2 ас,а > 1. 

Жара 十 1, 易 知 式 四 左边 小 于 或 等 于 0, 式 RAW. 

#а< ас + 1, 可 知 式 中 左边 三 个 括号 内 均 为 正 数 , 于 是 ,可 构造 恰当 的 图 形 , 借 助 图 
形 直观 来 辅助 证 明 、 

如 图 ,在 AABC 中 , 设 ZC = 90.CD 为 边 AB 的 中 线 . + 

BC =a iFa. 

AC = ala. 

= ta. x 4 


"AV ба 


由 面积 公式 有 jac "BC < ТАВ. ср. 
MADU AC = BC 时 等 号 成 立 . 帮 


Va FI a ai Fa) < X + Ta = a. 


FIR ST Ca 
Vac IT- 

将 上 面 三 个 式 子 相 乘 得 Va 
即 (ae 一 1 十 ac)(e 十 1 一 ac)(ec 十 1 一 a) =< ate, 
ж (а=1+2)(6=1+2)( 
$012 ERM a, „ MIER A: sà: 


+a, = 10< 


E 


要 证 4 >0,НЖШЕ{РЧЕ n f fU.) < 0 即 可 . 根据 f(x) 的 化 简 特 征 , 取 л, = 


YA. 


FU m ad. Hadi + FF а, — Qi E +ад ал. + DyaX 


习题 精 选 8 


iabe 是 绝对 合 小 于 1 的 实数 ,还 明 :ab + a 12 0. 
EorX-0RaD—PNGPPRECN ЖО + > nr. 
ЖА zr +a +r <l S 


> (zf +z +f =D ° Cy Fy Fy D. 


VET 
Е (0,D ,求证 xz(1 一 y)(1 一 号 上 十 (1 一 z)3(1 一 二 十 (1 一 z)(1 一 ye 


. ДАВС 的 三 边 长 wbvc 满 足 a 十 6 十 < 一 1 求证; Sla EE +e) + 1846 > 


7. dry Я КЖ, Я r+y 


„ЖЕ: 0 лу + yz + zr луг < 


8. asb. € C 1D Rik: abc 22 a b c. 


Е 


9. в ва> 1b lec Rik: 


D 
дааа =0 
10. SX iti dx + by + 
aae 


13. & аза, сеа, ЯЗ, B a, ta + 
š 2A 


:0<a < IA = Mun). 


+a, = АСА > 0) aj +а] 


"Є Naz D. 


„Ф 


习题 精 选 1 


2. 证 明 为 了 出 残 结 论 中 角 的 关系 .我 们 将 已 提亲 件 中 的 角 变 形 ; E 2o 1 у) Фр RE 26а 
Ча у) — (a + DRE 28 = (e + A+ 
» — (a — B+ Ae EEA sin[ Co + a+) + (a— PED] mif I) G-B4 1 


+n = ap +g A= (etaty 


HAH UAR E ERAS ERE IERI RE tanto gor 


38 ”在 每 一 项 后 而 加 进 0 一 上 一 上 . 即 


EORR ORO ED SE IC e 
Ed 88 


Laat D = iani Desn, 


= 


证明 ”在 不 等 式 左边 把 a 加 上 8b 加 上 


ath 
+ 


ye > C 


utb, 


yb پک‎ 


$ WM AAO | get 
FERIS DOH — 10 .fr +10. mu 


Dm 


= $e 12 | 6e 5" * +6 


из EE c m TETTE 


6. 解 让 第 二 式 得 2Avinrcoxr+ 2Hcos = (B 
Ш 2Aonre2Bc (B Савт D 


ий 2A 28 = (С<н + ЕЕ НИНЕ. 


E 


"P га 
ix ($ +) = reas 


т Со GE ny) 


NAT": sd x 
М yet tt 
э. йй! Жест 


FE ER GU HEU Л Ga + Б—. 


очнь. $ 


1a0. 2 +9.8) 


sene 


因此 , 原 不 等 式 成 立 
证 法 2 FOL we = 1. 于 是 , 原 不 等 式 转化 为 证 明 
Va b + abo с” 2 I EFT. 

ie (= МЕРЕ, BB > Saa eee 3, 


RAME 3 + > Ve, + аЛ. 


BASS ара +1 zt- 
Ф 

м 

为 了 利用 Cauchy 不 等 式 ,注音 到 


а тажа) = (a +a + 


所 以 qun 


= [2a + (2a) + 


=Z 


TIL 


习题 精 选 2 


GEB 63—05, ,考察 


A+B= 0-1-6 


HF O <F 1.4 0 < е «FREU + ° 的 整数 部 分 为 415 


L 证明。 志 不 等 式 中 间 部 分 为 MEER 


M 
tr 


NIM < MN 


所 以 2M > MN = Пу 


M> 
W M> YT 

4. EM BM M MC 1» 
MAPAM 2 ха: 


> POM MNP = зн =1. 


мдя им = UD = 
[1 (Ry >At 

$ EM WAA ORAK В. = ас EY соч, 我 们 证 明 更 强 的 结论 ， A,B, BR ED. 

D.A 与 BERR. 


щие latiga cs fe TAA = Ф.В: 


(D 假设 当 = EBA, D, BRENN N = t+ LB. 
А = (a! EH sind +8) = (a? — EY + C(sink0cosó + costgsing) = А,В, — Bs € 2. 
RA. в. = ВВ, АА € Z. 

BOLDM А,В, 均 是 整数 

it: 此 是 还 可 由 А, + Ви RW hik E 


6. EM 构造 A 的 配偶 式 B = kt 十 二 一 


下 证 以 能 被 整除 

М AF В = 2&—1,АВ = ®, А.В ER 7? 一 (38 二 Dr 一 < 一 的 两 个 根 ,从 而 、， 
A" — А DAT ВАТТ = 0.3 — Ck DB”! + kB”: 
两 式 相 加 得 (十 D 一 (2 二 DLL EDU D 
整理 得 U = Ck e DU, HU, А2 3), 


Hii RE U. (4k 十 21, 并 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 E ft Ë U.. 

Чачв<їзо<ї-&ё<1, 

从 而 ,Us = [U.J = Ш.+1— HOA а 

7. 证 明 А = (1+ coL cor? + corsi). 构造 其 配偶 式 A = (1 + ced i = 
сакаат) + (1+ сөп). 


МАНЯ ЛИНЕН (1+ coto [1 + 35 — a) 27. MALA 
B БИ “ 记 不 等 式 左边 为 ABER A = Can i Clan Ree Crab. 
BESIDE A = Can Pee Cr Tant s + Cab 
两 式 机 加 ,得 24 = Сиш b b ECHTE + ав 
+ + CT VG 


JH + Cn an ant 


SUCUT +С Jz aPC) +С + + CY) 


zate- i 1 Bü ab) 


9. EM тй 


+ 
ET 


zz 


0 урты VU RR 


PRECES , У тва , CFE 
E EZ $c 


n 


м+м 222.2 2 


Сар ЗЫК] 


бш) ү 92 — Ce Bab) 
mi Rh 
Ф т = тах | 9a e/a FEE 90 + T Sa c e E Rb 


[TET у — Bub i k +a 


им-х> 


° 


B. M 1. OL. 
10. EM тыа. 


Я-а F1 >0. 


E 


Яза v Ф 


я 


° 
由 Cauchy 不 等 式 
Mata! hc DHIE- ca + Dc — ab ED) GE b Oe 
My LLL thiet n 
WI 
athte 3 
РЕЖ и ЫП o 
dst o eR 
N Ф+к+е үк Š 
3 PC cl @ 
另外 ， 
@ 
BET EI ат О Батат Ф 
diosa. 
N мно м3 
маьно <s 
KON «CS 这 就 是 要 证 的 结论 
习题 精 选 3 
LM rcs ве [- 2 0)u ( Z] 
jy- Zirt- „ за ے‎ Ei, 
" iam VI-7) A= 1+ сом 
атш - S CD REIN ORTHO FR НИЕ Sr MAA Е D 


окова тти € [o uG ] tnit tam Co. DUG. 


和 证 明 Фа =n, 


= tanb, Mi tanb, 
t W rand. 


n 


а, = tanh, = u 


= werar p те (0. E) жне rates 


=cos2a + | — cost 


力 一 1+ scos7 


= 2sinysin( 2a — y) + cos y < siny + Seo y 


закуну = rel) +1 « 


+ 


(1+4 


А 
H 


Xp = SHEE ру ус oam yr b 


sw 


вену, 


G+ уже) 


ABC (B RU S. FR = rn 


да — 0—0? = (y+ e 


AF ea) = Or e D. 
dé (a b = Gra (3y+ m. 
ЕГА 


акс 
* 


GUC + Cy + DG D 
GFF YT Gy D Gy + s) (3e + y Gri D CaF 


BD (ira yay 1 (ay 


Gete 
rH er e yer 


由 算术 一 几何 平均 不 等 式 得 (3r УЗУ) = 36 y 一 10 
yt + Ary 2 4 OFT Tay. 


® 


Gy + e у o 


Ча yy 


НЯ Gy = 
БЕЕАНЯЮВ А 小 .因此 ,所 证 不 等 式 成 立 - 


Ф. 


Ort y: > 32 VF ужа». 


[ur 


FEARR == l. 


MERAM + T 
ША. ч 4 
[AL 1 1, 
A cosa cos cos y ^ N cosio u 
[EET > sina, ей у чар 
ўа УТ ку cos + соф P 
注意 到 起 四 ,对 式 四 MEINES LA 
sina | sing, sinz À 
TA as" вер 3 
当 且 仅 当 sina * cosa = sinf * сой = siny * cosy. a = B= УВ at #9 М. 
иҗ D ща. 所 以 , 原 不 等 式 得 证 . 
ds UIDES AR n Loy it. 
MON dbunA = r. nB — ye nC = з Ф. А.В. СЄ (0. Ж) 


ап tanB r мав + an s tanC * nA 1 


зад + tanB 


51 — un + tanB = inCttanA — tan Besco вав 


= tan(A +B). 


LL 


B+ LO = 3 


MFS + Vy 


>>0. 所 以 (VETY 


А cest Yes ont 


d 95 ГУ 


= Јона esa Унд + cosB = 1 YA YesA сой = 
XI у= cosr 在 [0, $ ] 上 为 上 四 函数 ,所 以 cos + cosB + cosC < 3cos 
Ris (cos т cos + cos? < 27 Uk RORIS. 


П s 
Неа. 


+ ЛЕ, 


фу) Мату 
ARREA GE GS 
SEM Фауст. 


Xue Vm. 
Via + Br MOOR IGI 


c x e= r+ 


азы 


таа A Yat G+ 


Ш oC OR ORG) + (+b) 


ath 


下 而 我 们 证 明 OHO ~e + a) > Ge E OG SES. 


注音 到 四 SETA os LE, 


fh Cauchy RAS iE ШМ. 
同 再 还 有 类 似 D 的 其 他 西式 , 相 加 好 知 原 不 等 式 成 立 . 


0. EM $m? = noa, 


РНР cosa, + eosa: 
TË codo costar +e 


cosa + cosim + 


把 以 上 谱 等 式 利用 均值 不 等 式 ,得 


(a= D "cos a cos as саа, , < win 


Cr 1D ESF aOR or eo er reco < 


(a — 1) fes arcos ases a, < 


$. 


A+B+C d 


3 


p 


再 把 上 述 n AURAESUR IRURE а 


и Diosta cosas neos a, ] эше. sin'a; 


ana, > (n— 1". 


‚ттт. 


Ep tana tan 


Fm! = tanas = 1. 


"ITEM 
афа Пава иа Ex kann tna ts) 
x 


Ya 


detis nae 


对 称 性 知 上 式 或 立 ) 


ЖКА 


Ви e 
由 Cauchy 不 等 式 得 
EDAH ona) = o Des + Dian) S [Dung + ian F> cr 
> tend anb) CET, 
я > + с 
EXT Фм. А 
i= ек < Ya авот ле Va TT 
Bi! — r) + < va T -天 < 一 
Ў, vinim D 
TRIEN mnt Dri < w ient a туш — w) > 0. m 
而 由 (3) 知 D 3 «n. 


要 证 (4) BAR E enr я GO PREF eres n = dno 


MOM poU SR FIOR TT 


арс а BERE NT hU 


>= 

atija 

- $ 8 

«Büro у= < = ш. SSH. 所以. 原 不 等 式 得 证 . 
习题 精 选 4 


1. ил. 应 用 数学 归纳 法 证 明 加 强 侈 三 


2. ил. 运用 数学 妆 纳 法 证 明 加 强 合 王 DR 2( + on 


э. 提示， KEMERE J uw 


+, и, Нити @ B o < a, < 


Qut 


5. 提示 ， Нм Abel PEER WARENA tu. 


< Def AKI a = Èo KELN 


6. 提示， 利用 放 久 法 证 明 加 强 合同 了 я 


Ma = Ch — hy) МЕ ИЕ Тоси > > D КАЖ. 


И onec REOS n 191 


L-d muenmuum. 


+n- inde nil 
ЕРЫ ТР] IE. 


5 不 等 式 成 立 


nem m PIE <. Èr 


,满足 


EGRE 五 十 -i RE n ERE RON 


Уна tn. 


Ха! 


MERZA ns < FREE A na 一 


HEISE 


rus Р 
тағ 


тй п = k+ 1 BLAS S3C OD CD 知 原 不 等 式 对 一 切 n 之 201€ Мом. 
ван ву sisi, У) 


1 


її 本 命题 可 推广 为 : аа 


а = памог. d 


BEM Шаа. 都 不 是 3 的 倍数 ". 设 是 使 2 Жз BEL RUIN RE an = San 
м, 

Ма АЗИИ. РЕ. Ша. = a 一 ac 

知 w iv on- EUR AC Ва, 为 奇数 ,出 

MIAN un = аа 

а: ВИЖ, FF МИ a BOE R 3 的 售 数 .从 而 a, ¥ 0 


sina, W | 514 4-an. 


Баа ~ Заа = ау = бач m За. 


3. 证 明 。 完 痢 数学 归纳 法 证 明 以 下 向 强 合 题 ， KR r € (0. 2, = 1.2. 


зеи, D sinz, 
win EL рл ! 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 
OEIT E TOE TETTEST 
i >. 


Ў = Yar ат din SE + sinr 


+ أ‎ 
zer 


«0 т 


жин AC = sino < 


REDD miel s RES ~ 


NE ES 


0. EM SR 
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— LEER 2001 = 2 X 3 X 167.41 zî — 1B В n СЕМИ 1 = AHD 
而 可 得 167 {Hb + D BR b> 0.8 167 |b aR 167 | b+ 1.8 62 187 Bl leon I 2 X 167 + 1 = 335, 
ME SEE n < 204 98.90.00. э, 一 1, 由 此 可 算得 天 3 以 下 只 要 用 数学 归纳 法 证 
明 原 命题 的 加 强 命题 а. = "М. 


LER Mika cac 
n REME NI a cab ma 
аа <b, < a, a а. = bı Hh hh, — aa, = h 
0 


ita, dam 1. 2, 
ata Аса 6 


400, =a > 


TIE ACD) = AGO GU) > GG) HG = 1.2. =. D 中 至 少 有 一 个 数 为 A(e). 

Heb bem OT DARBAS SEA йит. REDE b < < m 
Bic — bh = Аба) — AUD 6 — AU с, — БЭ = AND, с, hU = Sedem i D 

又 可 得 Atr = AQ) GO GOD RE. 1. DELLS Лил. ERES UR E 
EAM D EH HE SERE til h 6 E tS. HSE «KM BR P ERG ЖА Аа) 
AUD = ACD = = = Al). Gua) < бо) < GG < + < боз). BE AG = G(s) ВЕЦ AGO > Gua), 
从 上 述 证 明 过 程 知 , 当 且 仅 当 w mt a HRS. 

ъй 《1) ORARU ror ВАМ 

Фо п, т. r) ЖАШ IS 18. 考虑 新 数组 (xi 


.其 中 


T 


WAAD hri хе 


МЫ aan 
Mak nt 

Mens 
同 理 可 得 rit ri mann 


ROUTER n LIOS PRIOR GUT 
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而 且 当 z = 


《2) 由 均值 定理 得 


CLEES 


зим fah о 一 


cb SUPER ИШО < a <b ecc RER fO, 


1 ich o» 
Tore e Sat 


— S V ekz 
ub S< fas b. Okc +з 


= ус Ê. Же ASQ TG < 2(1 — ab) e» 
注意 到 201 — ab) = lela + D > (a m BY 22 (a + D! * b. CHO йй. Ё fas b. о> 
П 1 
f(0 a+b. р) fa b, эү n +a +B, 
a+ 


ЕРТЕ КО m ee I ЕЕ ОЕА 


1 1 H 5 
ap Doe» Maori 
arb ipae cl 2 2 
c 
LEA 由 f(D 一 着 1 = n = ,一 1, 则 不 等 式 显然 成 立 . В... REM 
等 时 ,出 其 中 必 有 а. > 1er 之 1 由 对 称 性 可 设 = 1,j 一 2. 则 


Кадар = (arî hr, + ош + hri + O 


mat sir b nn + bjn + + са] + Ë) + Веб + n), Ф 
Лох = (a ВА Carl + bry xs +e 

ани + atl 
ФФ ла = fO) fion? = abr 
abrir — DG; 7D а 


+ x) жаба +0 реса +. 四 
~m =1 +a + — aaj — 1) + 
beta a Tn — 1 Daj- D -bG DG 1) 20. 
由 此 可 见 ,在 变换 r. ders = ran, m nG = dede EF Fa fad fs) > 
ОЛА r... г. 不 全 相等 , 则 又 可 进行 类 似 的 调整 ,而 且 每 次 调整 都 使 
gue meon 中 等 于 1 的 个 数 至 少 增加 一 个 ,所 以 ,至 多 进行 一 1 次 调整 , 必 本 化 为 ,zw sx 全 
相等 的 情形 .从 而 有 /tr fad G0 > ФТ = 1. 

SM л.н. 二 全 为 90 时,c 为 任意 实数 . 

Er. cn Ж#ФИ—1ЕЙ. RME r, > r, 2 — > z.. 由 于 不 等 式 是 齐 次 不 等 式 ,所 以 可 


а Ў еф ns sno D obese Dr- Y ЖЕ FG 


в + 


E 


к= PREMER HG > DU = Gio а 
O). MA FG — FO) = erin iG + z-O[3- 4G. 


ETI ETEA 
LIP 
REEL 


Нить tre > bo Roca deeds 


Hon + < Š. РОГ T Ра) > 以 这 表明 将 > REY r 后 ,F(z) PUR. 


对 于 zx 一 (zi necne ro EET CENSURA FG & Fon rz, #0) = ид: + 
De арада < +L. £ "PEERS 
0) = 901 221) nn < $. Вс 2 э ЕНЕ... г 
6. № — rcl SN ARER, HARRER Sr 一 5pr + 66р o 
WHEE FN F OD 有 两 个 自然 数 很 , 设 为 ,yly у) h BIK EEG 
mty o 
lo = 2066р). ® 


s 


QRAG = вит 
BA O my RR 2.3.1 ш. яй OR y = PETOA „узамай O Ru 


Wo MOLD e EY e МЫ > 17. 


туза О ие} s m ne eo Tue PE t ES < БВ par 


ri 
<<. ялуу. ed Ж UU nas BIEN pm пос O RAH» = 
т. 
TEA Barb. < 满足 已 知 条 
be OAM ус. be O 0, а о 
= (at +A- 


RIO. a+b. 也 是 满足 条 件 的 三 个 数 , 记 原 不 等 式 左边 为 f(a， 


а-о +i- (a+ 


DIEM‏ ت 
-as(1- à 0 1) = An (17 ) +° + рар) 0.‏ 


йш fO. abe 2 f(0 0, а+5+0. 


Mü flas h o) > 70, 0. ace bore) = }‹0, 0, D = 2 ORC ERA 
SEM ЖАШ Ле ус а). 完 国定 yM ут, у, D 变 为 二 元 函数 GS D = у. 


U*SDGrtipGytiSGTIDC 
s М 1 
" = - 
ЗАБОТ WIDE. dece 


ЕР» 
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Hm 


ПУ 


Ы коо e 
Tros x UV Ven 


MERRE EHR AO) 一 


п ло = ] 
т aT [sem] 


6 时 取 到 、 


ишин RHEN nz 
OD ys aM rra, > 
OD fic y WERP ntn n 不 变 的 情况 下 , 令 -a 
AUI MUR IE 8r РУ. WEL Вл c BOIS T6 e у — Gr D T 1m > y 
УИ. л жи, ЖЗ. ИНО e 2 MR n © r = y ME 7 
网 个 和 中 只 有 一 个 不 小 下 yr2 Easy DR, = y+ = 2, AHEM r — s ЖЖ) 
TER ERG ИИ eos 2E Re + ЖМК. ФРИ КИЯ Bros 


= уус 4( m Ay — My y 


йшй. LEGE +. М, fer a 


юм Eg nen 


те m= Loss am LG La) m nm mx 
тт кө? (е OLL LERT AW CORO = 
min (Y= m. m= (7 E) | ML = ata. m m M CB л, М, HR хаж. id 


48 
EEA CRETE EALES 


МИ ERM КИ RK AEE КЕЕ: EEn л... т 中 至 多 只 有 “个 


MAF (7 os 5) OUR SEERUR S — 


ПЛЯЖИ Л. HERR. ис = 0 或 1) DERAF AS) w= RK 
abemus 
due И a = зав д. PER qv К Өй Du = 1042. 
E 
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BOTE + wo = 1043 — ло Fi ERAL w = 1. 因此 .一 


A <, E 


1 
48 


人 到- 


1735. 于 是 所 求 的 最 大 值 为 


= 189548. 


dL 24-2 = 2n. 


b, = 20 — ma, 
ии 


G 


E] 
"TUBE, 
ий = туг " 


obe 


+= 10802) 1 


<= pors (OL) (а). 
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xs = fi (E+ peo. 


+1 


mamm ze, = Cro od [r( 1) (= + [f o) = 1. 


тү! PESEN 


i CRE EEE] 


所 以 a 


еман =a, = 


5. МЫ T. 
< x 
$ М Фо = ke HDC #0). h+h=l OWH Foo 的 间 像 关于 
иҗ гутос, 4£. لجا رام‎ 
-E т pon 
гчө= сев, 


MESO = r= В C, y 


Tm 


т 


ша = 1.19 a, = nt XE 


时 等 号 成 立 ,于 是 有 ?7Aj G 


二 24, 从 而 a 的 最 大 信 为 2 ( 


тм ”根据 递 准 关系 式 .运用 选 代 法 求 出 通 项 ,由 通 项 放 缩 证 得 
НВ а 一 1 = (a, DRABA 


人 


аы =1 = tas Е = б-р = 


1 1 
P, + P; Р,+Р, 


B= (P. +P CP: + Р +++ (Р + PO REA B> QT CP, + P, E Р, ЕР, 
ИВЛ WB ZP. + P. + 


国 此 .A> LD 


sw ieA=( 


S++ tmi 


Bit, < 25) ( o - J >0 атт. TITER 


J> 1# a -an ва 


[шш = az) + (ar = as) + n (a, = am D] (5 i 
Са, 一 au 
LL 证 明 CO 对 任意 实数 m, 有 
fm fm = р Ф 
(2 тоно 2 + — 17 = 22 >. 
RÎ m > 0, n BOR 2+2. ° 
G ke ста тес пета ЕВА т. n20, еа) fie fU 
лю к вар r-i 
FH FSI PFUIPGRIP Е TT 
3 1 
BOR ERS FETED rT T 
所 以 Леа < fed + foa. a 


AE DDA fad + fo fc-a« 


bie fü- os fe b fca =k 
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IL ORO 原 不 等 式 转化 为 Geo ee sone) Gne Dia e NU. 
Фи. n € N AM Fo FQ) = et sementem them PR e 
А. FOD FG. FODFU > en! +1, =, PDPO) > en! +2. 

由 此 得 ,LFCDF(2)…Fte) = EFOOFODJLEGOFG — СЕСЕ > (er — 2. Ж 


ОРС > Ce + DF, n € N° 
B.M D acida 
э, 

解法 一 «<=. 20-07, 
LETS 


Smi = 2u, =a) +2X C. 0", а, = Dass + 2X 


да +2007, 


(D ReRIXxCDO 


ua zx 


+1 


E 


经 验证 w 也 满足 上 式 ,所 以 s, = 20277 + (一 


解法 二 (一 十) 以 下 用 累加 恒等式 证 得 


(2) 证 明 ARAR o 
CEERI TETI CIPER 


3 


Чиа H m Si. 
ME 
-1 gh)- 


Мийт нав. 


1 
НЕЕ и > hi 
14 ая тшн f) > 
ME fin4 D = Go» - foo + 1 EX find 1) — 


1 1 
yo 


SEFI <. £ i L 
4 7 п) д! 


AD = fm —1]+1 =з. fo) = DLID=11+1 = 7. 
[ID DEN EE 


Ф 
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ЛЕНИЕ O tf n > HERRI. 
当 一 2 时 .4 一 fO —1 < 6 00 ir. 
СТЕСТ 

Mn =m FIRA fimt?) = fimt Ун += 111. Ф 
НИВ IU < fm 一 D 一 1 二 25 

因为 fmt ЕВ EXE? 
иҗ QE Я Ди a FT ADT +1 


1€ fm+D—1 <2" =1. 


о 
+x tsa +. d 
X fan 2) Ф 


由 式 GEO Bt DM n= m-l RL. МИ. ХО EB EE W 22807. 因此 ,所 证 不 等 式 
as. 


Dal 


15. EM Tue 


4) +3 оиа > Ome N.X 


a ТТ 


wı азн №". TË 


ааа, 


所 以 аш та, < 


习题 精 选 7 
1. EM CD 由 Abel 分 部 求 和 公式 .得 
Paca Da + насан 


又 由 Cauchy REX Dal < УЗ, < 


tc ao = Dat 


Sax Же. 


(2) т Abel 分 部 求 和 公式 ,得 


Xe Eua 
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ж.с X m 
LER 只 证 明 左 边 不 等 式 ,为 此 拓 广 数列 1 .全 5 一 


Hra Dan = У, > 
«Же Ж окон Eo 
Ў оао] Бы Da а ао]. Dat. 


> Dhaan o0 «kn = D, 由 Abel 分 部 求 和 公 趟 得 


LEM $s =h htm А s, = b bamm +b, CG = 
由 题 设 易 知 < G 2, a D.x ях. 
ХИ a, а. < Dek x la, a уба. а. 


жаў», Bata =a) as, > Ўлка a Fas. = Dob,. 
此 即 左 六 不 等 式 .类似 可 证 得 及 不 等 式 。 
4 EM 利用 Abel ERU аз 


mA АШУ. FERME n > 2. 
先 证 左边 不 等 式 , 令 w = 1. к e ia < 


Ms ma adhac 


利用 Abel 分 部 来 和 公式 .得 ;= SD 


b= Di — IFT +n 


16, 


下 证 有 边 不 等 式 , 令 a =.» = ачса. a +; 


利用 Abel 分 部 求 和 公式 ,有 ， 一 S GED 


des 
dn 2 
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| RE 


EY 4 


RREA = 1.2 
而 此 式 不 难 通过 化 简 证 得 . 


там Na оу У 


m RD rax (e (085) 
он Ee m" (X2 2b 5) 


ХРЕН o 
将 指标 k, j ARD ORRE: D PM o 


加 ,加 两 式 相 各， Ro- а seb 


(m. 


SEM Фуа ++ 


Ded DD 


-enzy t 


s= Za Da = У Я 


on 
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Sy = xy Fry ис Damasi bn 


> 9. 所 以 至 少 有 一 个 = < 0. 


而 二 E ra, ras a r PHAR 


Wa-i-D d»-n 


cor РЫМА х СЕЗА 
hmin- B = n— 1 BY 


сасе Bi, 


1.2. 
Е. МЫ пы + z: 


юж s ELI 2-2. S= 


x= Уак 


as,‏ ا د 


У ЕШ € (2.3, 5. п 1 у > CRR BERN 
则 由 5 的 表达 式 中 的 系数 小 于 EA 
ARD IE RET RE OU WR PLC (CE Т-Н .5 变 大 , 故 当 = у, = 


exem ev 


=y 时 .5 最 大 ,此 时 


СУТТЕ 


в. 本 题 也 可 令 w У 


直接 南 Ab ERE S= SIE Ds ER у. = я. э. 


习题 精 选 8 


LEA 构造 一 次 函数 GO) = (FOL E Fl, l< r< RG m РУСЬЮ 
FEC FG AKARO. Bik: JC D =— G 0-1 6 DG-T D 2 06 fI) = Go 
bbc do Ore DG D 2 0 AN < x < 1B УС BECER B b F be Кш +1>0—1<а 


һай йй... = i 十 


< dki t HMR К = ПЕ < a, = Big. 


SEM sia = 1M.EZXRMWRZ Мени аки. 


мо = FÎ + + 


таю» بورج‎ зз» De ای‎ RED 


a + س اوو سر‎ 1Y 
as 一 之 0, 艇 失物 线 必 与 7 加 有 
iD >o. 


b. 


Gto y Ga 
函数 开 训 向 下 ,又 ra 
XAR LA m AUS nns > D c dod +] + و‎ — DG 

Шоу +o tnn- ° 


dtdcd-D-Oob*y 
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LER RA 


l 
TUA 


вл < B. щй A < AB айкаша 


VT 


$ 证明 。 设 从 .6.C 为 相互 独立 的 隧 机 事件 ,P(A) = z, РОВ 

ABC. АВС, ABC 为 两 两 豆 不 相 容 事件 , 故 РОАВС + ABC ABO = PART + PABO ~ 
РСА ВС) = PAL POD PO + POOPUDP(O PO PODPGO = 21 (=e + 
DHU- DU- уз PABC + ABC- ABO < POE B C) < 1 


Pi 


Jac за-эча-кза-эта DO ye1 


6EM HE eH te =1 Gb +h НИЖЕ, S Cb +e la) 


e < TT Pl Лотто paco 一 


did Gb he a rm abe 


ÜFatbrco Bac 5. CN SAEI MO ash c D.M O a bec Ë 


-nms $) ( 


3] - 
TEA ШИН ЖИВ Рори сох Мань. т 
азун phase р-р а < 4% Lass 
узо oio = -р 4 + 2dry =O. RR x = ose = OMPR 


MUR am y dorsum abo cry Hye tar- re 
8. 证 明 Ea WBE bc 视 为 常量 , 记 /fa 


其 中 e C 1, 1 现在 ,只 要 根据 一 次 函数 的 性 项 .证明 /fa) > 0 NIST. 
二 为 he € C-l. D. 之 1 所 以 fa) Esta e. 
BEL FG) > уаз = 1I b- cebe = Q- P > 0. 


9 证 明 Wanti (J 


ahe + 2— (a + b+ = (ke = Da + 2—65 с, 


aD. tl 


JB = eT, ve 


[As ВЗРЫВ ААА SO 1+ Ina 1 2 eb Oh S= 
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sott Е 
= расист 


10.№ 观察 方程 组 二 个 方程 的 形状 等 征 .启发 构造 一 个 三 次 方程 ater DEP ah, 
ЕАН, Ма. Нивеа 
MIC AUFRUF f — la +b ro + (ab + he 4-а) ab 
比较 这 两 个 三 次 方程 的 系数 .可 得 原 方程 组 的 解 为 了 一 一 abc 


шам $4 = ETEM RRA AC 2 与 点 РС асом, 一 bsing) ЖЁН. 


aac) 
рат + -1 ER a> DCRR a= «БН т =- a 的 左 
MN. ER. МНЯ AP ч НИЛ. RORKE SBMA. 
ФИН ИЯ y= ы + VETE. 
hk МЕТУ. maio SETETE 02 вещи, 


la +b—e—3) rel 


dk. e == (orb. 


md 


AGO 在 切线 上 


12W BABU Fm r€ (O0. D.BAHT rn. x € (O, DA Gs =a [Ла 


~ {сад 2 o Bier (а 3) [i - (3 Yom. - +) [r22- sje 


"=I 


(as + ay ++ 
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